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Dans cette introduction, nous allons déconstruire la définition formelle d’un espace vectoriel de
maniere a faire apparaitre de nombreuses structures algébriques que 1’on peut ensuite illustrer par
des exemples venant de toutes les mathématiques. En particulier, nous oublions totalement 1’ aspect
concret ou intuitif de la notion d’espace vectoriel pour nous concentrer sur sa définition.

Qu’est-ce qu’un espace vectoriel ? C’est un ensemble E muni d’une loi interne

EXE—E, (x,y)—x+y,

et d’une loi externe
KxE—E, (ax)— ax,

satisfaisant les propriétés suivantes :

1. (E estun groupe abélien')
(@ Vx,y,z€E, (x+y)+z=x+(+2z),
(b) 0 € E,Vx € E, Og+x=x,
(c) Vx€e E,3—x€E, x+(—x)=0g,
(d) Vx,y€eE, x+y=y+x,

2. (K opére sur E)
(a) Ya,be K,Nx€ E, (ab)x=a(bx),
(b) Vx€E, lgx=ux,

3. (Iopération est distributive)
(a) Yae K,Vx,y€ E, a(x+y)=ax+ay,
(b) Ya,b € K,Yx€ E, (a+b)x=ax+bx.

On peut remarquer que les propriétés (a) et (b) des conditions 1. et 2. respectivement sont
analogues. Il s’agit de I’associativité (a) et de la propriété de 1’élément neutre (b) (le zéro pour
I’addition et le un pour la multiplication). Les propriétés (c) et (d) de la condition 1. expriment
respectivement 1’existence d’éléments symétriques (il s’agit de 1’opposé pour 1’addition) ainsi que
la commutativité.

1. Nous employons le mot abélien comme synonyme de commutatif lorsque le groupe est noté additivement.



Avant d’aller plus loin, il est bon de rappeler que K désigne un corps (dont I’archétype pour
nous est le corps R des réels), c’est a dire un ensemble muni de deux lois internes

KxK—K, (a,b)—a+b, et KxK—K, (a,b)— ab,

satisfaisant les propriétés suivantes :
1. (K est un groupe abélien)
(a) Ya,b,ce K, (a+b)+c=a+(b+c),
(b) 0k e K,Vac K, Ogx+a=a,
(c) VaeK,3—acK, a+(—a)=0k,
(d) YVa,be K, a+b=b+a,

2. (K\ {0k} est un groupe commutatif)
(a) Va,b,ce K, (ab)c=al(bc),
(b) 31K€K\{OK},V61€K, lgka=a,
(c) Vac K\{0x},3a ' €K, aa!=1g,
(d) Ya,b€ K, ab=ba,

3. (la multiplication est distributive sur 1’addition)
(a) VYa,b,c € K, a(b+c)=ab+ac.

Dans les conditions 1. et 2., on trouve successivement 1’associativité (a), 1’existence d’un
élément neutre (b) (z€éro ou un selon le cas), I’existence des symétriques (c) (opposé ou inverse
selon le cas) ainsi que la commutativité (d). Si on supprime la condition 2.(c) de I’existence de
I’inverse et qu’on ne requiert plus que 1x # Ok, on obtient la notion d’anneau commutatif. Un
exemple typique est I’anneau Z des entiers relatifs. Si on supprime aussi la condition 2.(d) de la
commutativité, on obtient un anneau (pas nécessairement commutatif) mais il faut alors rajouter
en 2.(b) la condition alx = a qui n’est alors plus automatique, ainsi que dans le 3., la condition
(a+Db)c = ac+ bc. Un exemple typique d’anneau non commutatif est I’anneau des matrices carrées
sur un corps.

On définit un module M exactement comme un espace vectoriel £ mais en remplacant le corps
K par un anneau quelconque A. Par exemple, on peut remarquer que si M est un groupe abélien, on
a toujours

1. (Z opeére sur M)

() Vmne Z,¥xe M, (mn)x=m(nx),

(b) VxeM, lzx=x,

2. (I’opération est distributive)

() Vme Z,¥x,y € E, m(x+y)=mx-+my,

(b) Vmne Z,Nx € E, (m+n)x=mx+nx.
Autrement dit, un groupe abélien est automatiquement un module sur Z si bien que la notion de
module est une généralisation commune de celles d’espace vectoriel (anneau = corps) et de groupe
abélien (anneau = Z).

Il est aisé de formaliser les différentes propriétés rencontrées ci-dessus. Un ensemble G muni
d’une loi interne

GxG—G, (gh)—gxh

est parfois appelé un magma. La loi est dite associative si
Vg, hke G, (gxh)xk=gx(hxk)

et on dit alors parfois que G est un semi-groupe (ou magma associatif). Si de plus, il existe e € G
(on écrira eg si nécessaire) tel que

VgeG, exg=gxe=g,
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alors il est unique. On dit que c’est I’ élément neutre et que G est un monoide. Un exemple typique
de monoide s’obtient de la fagon suivante : on se donne un ensemble X quelconque et on considere
I’ensemble .7 (X) de toutes les applications f : X — X et la loi de composition des applications.
On a bien

1. Vf,g,h: X =X, (fog)oh=fo(goh),

2.Vf: X=X, Idyof=foldy =Ff.
Un exemple plus simple est donné par I’ensemble N des entiers naturels muni de 1’addition (ou de
la multiplication d’ailleurs).

Si G est un monoide, on dit que g’ € G est un symétrique pour g € G si

gxg =g xg=e,

et que G est un groupe si tout élément possede un symétrique. Enfin, on dit que G est commutatif
(ou abélien) si
Vg,he G, gxh=hxg.

Dans le cas d’une loi externe
GxX—=X, (gx) r— gxx,

ou G est un monoide, on dit que G opére (ou agit) sur X si la loi est associative :
Vg, he GoxeX (gxh)xx=gx(hxx)

et si I’opération de e est neutre :
VxeX, exx=x,

Nous n’en dirons pas plus ici. L’ exemple classique d’une opération est donné par celle du groupe
symétrique .3 sur un triangle équilatéral (ou plus généralement le groupe diédral opérant sur un
polygone régulier).

Linterprétation de la notion d’application linéaire en terme de matrice démontre immédiate-
ment sa puissance. La définition formelle est cependant treés élémentaire : ¢’est une application
u: E — F entre deux espaces vectoriels sur K qui satisfait

1. Vx,y € E, u(x+y)=u(x)~+u(y) (u est un morphisme de groupes abéliens),

2. Yae K,Vx € E, u(ax)=au(x) (u est compatible avec I’opération de K).
On définit exactement de la méme maniere la notion d’application linéaire (ou de morphisme) entre
deux modules. Nous allons de nouveau déconstruire cette définition.

D’une part, on dit qu’une application f : G — H entre deux groupes est un morphisme (ou
homomorphisme) si

Vg,he G, f(gxh)=f(g)*f(h).

C’est une généralisation de la condition 1. L’exemple typique est I’exponentielle qui est un mor-
phisme entre R muni de 1’addition, et R~y muni de la multiplication (ou le logarithme dans I’autre
sens). Lorsque G et H sont seulement des monoides, dans la définition d’un morphisme, il faut
rajouter la condition

flec) =emn,

qui n’est plus alors automatique. On peut ensuite définir un morphisme entre deux corps, ou plus
généralement deux anneaux, comme une application qui est simultanément un morphisme de
groupes abéliens (additifs) et un morphisme de monoides multiplicatifs. D’autre part, si un monoide
G opere sur deux ensembles X et Y, une application f : X — Y sera dite compatible avec I’ opération
si

VeeG,VxeX, f(gxx)=gxf(x).

C’est une généralisation de la condition 2.
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Jusqu’ici, nous avons laissé de coté la notion de distributivité qui spécifie I’interaction entre
I’addition et la multiplication. Pour mieux comprendre comment cela fonctionne, il est bon de
rappeler qu’il revient au méme de se donner une application ¢ : X X Y — Z ou une application
d: X — Z(Y,Z) avaleurs dans I’ensemble des applications de Y dans Z. Cette correspondance est
donnée par ¢(x,y) = ®(x)(y). En particulier, une loi externe G x X — X, notée multiplicativement
pour simplifier (on ne met pas de *), correspond a une application

G—F(X), g— (h— gh).

C’est une opération si et seulement ci cette dernicre application est un morphisme de monoides.
Supposons maintenant que le monoide G opere sur un groupe abélien M. On peut alors requérir que
I’image de I’application G — .% (M) soit en fait contenue dans I’ensemble End (M) des morphismes
de groupes abéliens de M dans lui méme (endomorphismes). Cela signifie que

Vge GVx,yeM, g(x+y)=gx+gy

Supposons maintenant que ce soit un anneau A qui opere (par multiplication) sur le groupe abélien
M. Remarquons qu’il existe une addition sur .% (M) qui en fait un groupe abélien. On peut alors
demander que I’application A — .% (M) soit un morphisme de groupes abéliens (et donc d’anneaux),
cela signifie que

Va,b e ANx €M, (a+b)x=ax+bx,

et on retrouve la distributivité de 1’autre coté. Ce sera en fait cette approche que nous suivrons pour
définir la notion d’espace vectoriel (et plus généralement de module).

Pour conclure, on rappellera qu’un sous-espace d’un espace vectoriel E sur un corps K est une
partie F' de E qui satisfait les propriétés suivantes :

1. (@ Og€eF,

() Vx,yeF, x+yeF,
2. Vae K,Nx€F, axeF.
Ici encore, on voit immédiatement comment définir les notions de sous-groupe, de sous-monoide
(analogue des conditions de 1)) ou de sous-anneau (conditions de 1) satisfaites pour les deux lois).
De méme, si un monoide G opere sur un ensemble X, on peut dire ce qu’est une partie stable sous
I’opération de G (analogue de la condition 2)). Les détails sont laissés au lecteur.

La stratégie utilisée dans ce cours pour étudier les espaces vectoriels s’applique aussi bien a
toutes les autres structures algébriques (groupes, anneaux, modules, ensembles a opérateurs, etc.).
Cela pourra sembler un peu formel et trop abstrait au début, voire inutile pour ceux qui souhaitent
simplement maitriser quelques outils d’algebre linéaire. Que ceux-ci se rassurent, au fur et a2 mesure
que le cours se déroule, nous serons de plus en plus spécifiques et conséquemment plus concrets
dans un certain sens. Nous démontrerons des théorémes utiles.

Un grand merci aux étudiant(e)s qui ont participé a cet enseignement pour leurs retours sur les
versions préliminaires de ce cours.
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1.1

Ensemble

Nous ne faisons qu’effleurer la Théorie des Ensembles et nous renvoyons le lecteur intéressé
vers I’ouvrage éponyme de Jean-Louis Krivine ([Kri07]) par exemple. Ici, nous voulons surtout
rappeler le vocabulaire et fixer les notations.

Ensemble, élément
Définition 1.1.1 Un ensemble est une « collection » X d’objets x, appelés les éléments de X, qui
satisfont tous une méme propriété & (par exemple, celle d’appartenir a X). C’est un nouvel
objet.

On dit alors que x appartient a X, et on écrit x € X, ou que x satisfait la propriété &2, et on écrit

P (x).

Exemple On définit par récurrence 1’entier naturel n := {0,1,...,n— 1} (c’est donc aussi un
ensemble) et I"ensemble des entiers naturels N := {0,1,2,...} (c’est donc aussi un objet).

La théorie des ensembles permet de concrétiser la logique (mathématique) :

Mathématiques  <+— Logique
Objet — Concept
Ensemble — Propriété
{x/ 2(x)} — xeX
Egalité +— Equivalence
Inclusion +—  Implication
Complémentaire <+— Négation
Intersection +— Conjonction
Union +— Disjonction
Vide +—  Impossible
Disjoint +— Incompatible
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On décrit un ensemble X en donnant une liste des ses éléments (en extension) ou en donnant
une propriété qui le caractérise (en compréhension).

Exemple 1. {1,—1} (extension) = {x € Z / x* = 1} (compréhension).
2. La diagonale du plan :

A:={(t,t), t€R} (extension) = {(x,y) € R* / y =x} (compréhension).

Produit, famille
Définition 1.1.2 Soit S un ensemble. Pour chaque s € S, soit X; un ensemble. Si on se donne
pour tout s € S, un élément x; € X, on dit que (x;)ses est une famille indexée par S. Le produit
des ensembles X; est I’ensemble

HXS = {(x5)ses, X5 € X}

sES
de toutes ces familles.

Souvent, tous les X; sont égaux au méme ensemble X et on écrit alors
s.
X7 = {(x5)ses, xs€X}.

On parle alors de puissance (au lieu de produit) et on dit que (x;)ses est une famille d’éléments de
X. Au lieu de famille, on dit n-uple (singleton, couple, triplet) si S = n, suite si S = N et matrice si
S = m X n (rappelons qu’on peut voir un entier naturel comme un ensemble).

Exemple 1. Comme on compte traditionnellement a partir de 1, on fera souvent I’abus d’écri-
ture n = {1,...,n} (au lieu de n = {0,...,n — 1}). Par exemple, pour les n-uples, on écrira
plutot (xi,...,x,) et on note leur ensemble X; X - -+ X Xj,.

2. De méme, une matrice est une famille indexée par n x m : c’est donc (en numérotant a partir
de 1) un objet de la forme
X110 o Xim

Xn,l 0 Xum

Leur ensemble se note aussi M., (X) (ou M, (X) lorsque m = n).

Remarque Ne pas confondre ensemble et famille. On a

{a,a} ={a} et {a,b}={b,a}

mais les égalités analogues sont fausses pour les familles (I’ordre compte et on peut répéter).
Cependant, on peut jongler entre ces deux notions : si on se donne un ensemble X, il suffit de
prendre S := X et de considérer la famille (x).cx ; et réciproquement, si on se donne une famille
d’éléments (x;)ses d’un ensemble X, on peut regarder I’ensemble {x,,s € S} C X.

C’est plus anecdotique mais on peut aussi définir I’union disjointe (appelée aussi somme ou
coproduit) d’une famille d’ensembles :

USGSXS = {(S,XS), RS Saxs € Xc}

Application
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Définition 1.1.3 Une application est une « méthode » f qui permet d’associer a tout élément x
d’un ensemble (de départ, source) X, un élément f(x) d’un autre ensemble (d’arrivée, but) Y .
On dit aussi parfois opérateur sur X lorsque X =Y.

On écrit
f: X Y

)C4>f(X),

et on dit que f(x) est I’image de x ou que x est un antécédent de f(x).
On désignera par
FX,Y)={f:X>Y}

I’ensemble de toutes les applications de X vers Y. On écrira simplement .% (X ) lorsque X =Y.

Remarque Rigoureusement parlant, I’application f est le triplet (X,Y,I") ou

Ci={(xy) /y=/(x)} CXxY
est le graphe de f.

Si f: X — Y est une application, on posera pour A C X et BCY,
f(A):={f(x), xcA}ycY et f'(B):={xeX/f(x)eB}CX.
Exemple Si
fiR =R (xy) = (x—ypx+y)

et A désigne la diagonale, on a
f(A)={0} xR et f1(A)=Rx{0}.

injection, surjection, bijection
Nous utiliserons librement les quantificateurs V (« quel que soit » ou par abus « quels que
soient ») ainsi que 3 (« il existe ») et par abus 3! (« il existe un unique »), voire 7 («il n’existe
pas »).
Définition 1.1.4 Une application f: X — Y est

1. injectivesi Vx; #xp €X, f(x1)# f(x2),
2. surjectivesi  YyeY, xeX, f(x)=y,
3. bijectivesi VyeY, 3dlxeX, f(x)=y.

On notera . (X,Y) I’ensemble de toutes les bijections de X vers Y, et (X)) lorsque X =Y.

Remarque 1. On a bijective < injective et surjective.
2. Les trois conditions sont équivalentes si card(X) et card(Y) sont égaux et finis (voir ci-
dessous).
3. f bijective < il existe une (unique) application f~! : Y — X (la réciproque) telle que

y=f) & ) =x
4. On atoujours f({x}) = {f(x)} et, si f estbijective, f~1({y})={f'()}.
Exemple 1. Il existe une bijection (que I’on utilise usuellement comme une identification)

n:={0,1,....n—1}~{l,...;n}, i—i+1.
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2. Si X et Y sont deux ensembles, il existe une bijection (une symétrie)
XxY~YxX, (xy)— x).
3. Il existe une bijection, dite de transposition,
Miscm(X) 2 Mpnsn(X),  [xi,j] > [x,]-

4. Si X etY sont deux ensembles, il existe une bijection .% (X,Y) ~ ¥* donnée par

Application — Famille
f:X—=Y — (Vx)xex
f(x) =m

Nous n’hésiterons pas a utiliser cette bijection pour appliquer a .% (X,Y) certains résultats
concernant les produits (et donc les puissances). On peut vraiment penser a une application
comme a une famille et réciproquement. La différence est plutdt d’ordre psychologique, une
application étant dynamique et une famille étant statique.

Cardinal
Définition 1.1.5 Le cardinal d’un ensemble X est le « nombre d’éléments » de cet ensemble :

c’est I’ensemble X vu a bijection prés. On le notera ultérieurement card(X ), mais on utilise ici
la notation |X| plus pratique.

Par définition, on a donc |X| = |Y| si et seulement si il existe une bijection X ~ Y. On écrira
|X| < |Y| s’il existe seulement une injection X < Y. Si (X;)ses est une famille d’ensembles, on
pose

L%,

seS

H|Xs\ =

seS

[1%

seS

et Y |x|:=

ses

(et on écrira aussi |Y |X] ;= !YX ‘).

On identifie n € N avec son cardinal (on omet les barres de part et d’autre) et on écrit parfois
X := |N|. On dit que X est fini si |X| = n € N et on écrit alors |X| < 4-oo. Sinon, on dit que X est
infini. On dit aussi que X est dénombrable si |X| = Ro.

Remarque 1. On peut montrer que |X| < |Y| si et seulement si X = ( ou bien il existe une
surjection ¥ — X.
2. On dispose aussi du théoreme de Cantor-Bernstein :

(X[ = Y] < (X] < [Y]et|y] <[X]).

»

On peut montrer que |X | < 21X et qu’il existe donc une infinité de cardinaux infinis.

Comme exemple, on peut voir que |[N| = |Q| < |[R| = |C]|.

5. Dans le cas des opérations finies sur les cardinaux finis, on retrouve I’arithmétique habituelle
des entiers naturels (ordre, multiplication, addition).

6. La définition de I’ordre, du produit et de la somme des cardinaux a vraiment un sens : elle ne

dépend pas du choix des ensembles mais seulement de leur cardinal.

he

Composition, identité
I Définition 1.1.6 L’identité de X est I’application Idy : X — X définie par Idy(x) = x. La
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composée des applications f: X — Y et g:Y — Z est ’application go f : X — Z donnée par

(g0f)(x) = g(f(x))-

Remarque 1. SiY C X, on considérera aussi I'application d’inclusion Y — X,y — y (a ne pas
confondre avec I’identité lorsque ¥ # X).
2. On appelle parfois projection (ou projecteur) une application p : X — X telle que pop=p
et symétrie (ou involution) une application s : X — X telle que sos = Idy.
3. Lorsque 4 : go f, nous dirons aussi que le diagramme

f‘

X ——=Y
N
8
Z

est commutatif. Cela s’étend a des diagrammes plus complexes comme nous le verrons plus
tard.

Proposition 1.1.7 1. Etant donnés f:X —»Y,g:Y - Zeth:Z—W,ona (hog)of =
ho(go f).
2. Sif:X—=Y,ona foldy =Idyo f=f.
3. f: X — Y est bijective si et seulement si il existe g : ¥ — X telle que go f = Idx et
fog=Idy (etonaalors g= f!).

Démonstration. Exercice. [ |

Propriété universelle du produit

Nous voyons maintenant notre premiere propriété universelle :

Proposition 1.1.8 Soient (X;)scs une famille d’ensembles, X := [],csXj, et pour tout s € S,
s X = Xg, x:=(X)res —> Xs-

Soient Y un ensemble quelconque et pour tout s € S, fs : ¥ — X une application. Alors, il existe
une unique application f : Y — X telle que pour tout s € S, on ait f; = pso f.

Démonstration. Exercice. [ |

On résume cette propriété dans le diagramme commutatif

I Définition 1.1.9 On dit que p; est la projection de X sur X; et que f; est la s-eme composante
de f.

Remarque 1. Dans le cas d’un produit fini X X --- x X,;, on a

pi(xt,.x) =xi et f(y)=(fi(y),--, fu(¥))-
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2. Les résultats sur les produits s’appliquent toujours aux puissances dont les éléments peuvent
s’interpréter comme des applications : si X et Y sont deux ensembles, ce sont les applications
d’évaluation

P F(XY) =Y, fe fx),

qui jouent le role des projections.
3. Si on se donne une famille d’applications f; : X; — Ys, on pourra considérer I’ application

Hfs : HXS — HY37 (xs)ses = (fs(xs))ses-

seS seS seS

Loi de composition
Définition 1.1.10 Une loi (de composition) est une application ® : X x Y — Z. On dit loi de
composition interne sur X si X =Y = Z (et externe sur Y si ¥ = Z). Une loi de composi-
tion s’appelle aussi parfois une opération (mais nous donnerons a ce mot une définition plus
restrictive).

En pratique, on fait souvent disparaitre ® des notations et on écrit par exemple xy := ®(x,y). No-
tons aussi qu’il revient au méme de se donner une loi de composition X X Y — Z ou une application
p: X — F(Y,Z), 1’équivalence étant donnée par p(x)(y) = xy. Nous utiliserons alternativement
les deux approches.

C’est la donnée d’un certain nombre d’opérations, satisfaisant un certain nombre de propriétés,
qui constitue ce qu’on appelle une structure algébrique. Nous allons en passer un certain nombre
en revue.

Monoide, groupe

Nous introduisons la notion de monoide a cause de son ubiquité en mathématiques mais nous
ne considérerons ensuite que des structures plus riches. Pour la notion de groupe on peut se référer
a I’ouvrage de Felix Ulmer ([Ulm12]) par exemple.

Définition 1.2.1 Un monoide est un ensemble G muni d’une loi de composition interne

GxG——=G
(g,h) ——=gh

qui
1. estassociative : Vg, h,k € G, (gh)k = g(hk)
2. admet élément neutre : 31 € G, gl=1g=g.
On définit alors (par récurrence) le produit

n
i=1
et la puissance

n fois

Remarque 1. Rappelons que la notation gh (ainsi que 1) qui rappelle la multiplication est
arbitraire. Parfois la loi sera une loi de composition (et I’unité devient alors 1’identité) ou
d’addition (et I’unité devient alors le zéro).

2. On écrira parfois 1 pour I'unité de G afin de la différentier de I’unité d’un autre monoide.
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3. Le produit de n éléments est plus précisément défini par récurrence en stipulant que le produit
vide vaut 1. La puissance est un cas particulier du produit si bien que I’on a toujours g° = 1.

4. On rencontre aussi les structures plus pauvres que celle de monoide comme celles de magma
(aucune condition) et de semi-groupe (seulement la premicre condition).

Exemple 1. Si X est un ensemble, alors I’ensemble G := .% (X) des opérateurs sur X est un
monoide pour o (avec Idy comme élément neutre).
2. Si G est un monoide et X est un ensemble quelconque, alors I’ensemble .% (X, G) de toutes
les applications de X vers G est un monoide pour la loi

VxeX, (fg)(x):=f(x)gx)

avec Vx € X, 1(x) = 1 (attention : dans le cas X = G, on voit donc que .7 (G) est muni de
deux lois distinctes).

3. Si (Gy)ses est une famille de monoides, alors [];cs Gy est un monoide pour la loi (dite terme
a terme)

(gs)sGS(hs)SGS = (gshs)seS

avec 1 = (15)5es. C’est en quelque sorte une généralisation du cas précédent.
4. Si A est un anneau (voir plus bas), alors M,,(A) est un monoide pour la loi

la; j][bi ] = [;ai,kbk,j]

avec la matrice unité I comme unité (on dispose aussi de la multiplication terme a terme que
I’on n’utilisera jamais).

5. Les ensembles de nombres comme N,Z,R,Z/nZ, ... sont des monoides pour la multiplica-
tion mais aussi pour I’addition (avec 0 comme élément neutre).

On utilisera souvent la notation de Minkowski : si A, B C G monoide, alors
AB:={gh, g€AheB}

(c’est I'image de A x B par la loi de G). Lorsque A = {g} ou B = {h}, on écrira gB ou A# si bien
que
gB:={gh, heB} et Ah:={gh, gecA}.

Définition 1.2.2 Un morphisme de monoides f : G — H est une application telle que

1. Vg,he G, f(gh)=f(g)f(h)
2. f(1g) = 1g.
Un isomorphisme est un morphisme bijectif.

On note Hom(G,H) I’ensemble des morphismes de monoides, End(G) := Hom(G,G) et
Aut(G) := End(G) N.#(G). S’il existe un isomorphisme entre G et H, on écrira G ~ H.

Remarque 1. De maniere équivalente, un morphisme de monoides est un morphisme qui
préserve les produits

f <f1gi> :ﬁf(gi)
i1 i1

(avec la convention usuelle que le produit vide vaut 1).
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2. La notion de morphisme est tres générale et, si on veut enlever toute ambiguité on indiquera
par un indice la catégorie d’objets dans laquelle on les considere. Autrement dit, on pourra
écrire Homyion (G, H) pour préciser qu’on considere les morphismes de monoides, et pas des
morphismes relatifs a une autre structure que pourraient porter G et H.

3. Attention, les formules peuvent prendre une forme tres différente en fonction de la notation
des lois. Par exemple, un morphisme ¢ : .% (X) — N (avec composition a gauche et addition
a droite) doit satisfaire

p(gof)=0(g)+o(f) et ¢(ldy)=0.

Proposition 1.2.3 1. Si f:G— H etg: H— K sont deux morphismes de monoides, alors
go f aussi.
2. Si f: G — H est un isomorphisme de monoides, alors f~! aussi.

Démonstration. 1. Exercice.
2. Rappelons la définition de 1’application réciproque : f(x) =y < x = f~!(y). Comme f est
un morphisme de monoides, si g,h € H, on a

etdonc f~'(g)f'(h) = f~'(gh). De méme, comme f(1) = 1,onaura 1 = f~!(1). [

Définition 1.2.4 Un monoide H est un sous-monoide d’un monoide G s’il est contenu dans G
et si I’inclusion est un morphisme.

Si c’est le cas, alors la loi de H est induite par la loi de G et 'unité de H est I’unité de G.
Réciproquement, si H est une partie d’'un monoide G telle que

1. 1€eH,

2. Vg,heH, gheH,
alors la loi de G induit sur H une structure de sous-monoide. Notons, que la seconde condition
s’écrit aussi HH C H. Alternativement, on peut demander que tous les produits (y compris le
produit vide) d’éléments de H restent dans H.

Proposition 1.2.5 Soit f : G — H un morphisme de monoides.
1. Si G’ est un sous-monoide de G, alors f(G’) est un sous-monoide de H.
2. Si H’ est un sous-monoide de H, alors f~!(H’) est un sous-monoide de G.

Démonstration. Exercice. [ |

Définition 1.2.6 Soit f : G — H un morphisme de monoides. Alors,
1. I’image de f estim f := f(G) C H,
2. le noyau de festkerf:= f~'({14}) C G.

Remarque 1. On voit donc que si f : G — H un morphisme de monoides, alors im f est un
sous-monoide de H et ker f est un sous-monoide de G.
2. Lanotion d’image a un sens pour n’importe quelle application f : X — Y en posant

imf:=f(X)CY,

mais celle de noyau est typique des structures algébriques.
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Définition 1.2.7 Soit G un monoide. On dit que g,h € G commutent si gh = hg. On dit que G
est commutatif si tous ses éléments commutent.

Exemple 1. Les ensembles de nombres comme ci-dessus, avec la multiplication ou avec
I’addition (voir plus bas), sont des monoides commutatifs.
2. Le groupe symétrique ., (voir plus bas) pour n > 2 n’est pas commutatif. Le monoide
M,,(A) pour n > 1 et A # {0} n’est pas commutatif.

Si on utilise la notation additive (et O pour I’élément neutre), on dira que le monoide est abélien
au lieu de commutatif. En d’autres termes, M est un monoide abélien s’il est muni d’une loi

MxM——>M
(x,y) ——=x+y

telle que
L. Vx,yzeM, (x+y)+z=x+(y+2),
2. 0eM,VxeM, O+x=nx,
3. Vx,yeM, x+y=y-+ux.

On considere alors les notions de somme

n
in =X X,
i=1
ainsi que de multiple
nx:=x-+--+x
N——
n fois
(au lieu de produit et puissance).

I Définition 1.2.8 Soit G un monoide. On dit que g~ est un inverse pour g € Gsigg™ ' =g 'g=

1. On dit que G est un groupe si tous ses éléments sont inversibles.

On note G* I’ensemble de tous les éléments inversibles d’un monoide G. C’est un sous-monoide
qui est un groupe. On écrit parfois g/h := gh~! (attention tout de méme si G n’est pas commutatif).

Si M est un monoide abélien, on parle d’opposé et on écrit —x si bien que la condition devient
x+ (—x) = 0. On écrit alors x —y :=x+ (—y).

Exemple 1. Si X estunensemble, alors .(X) = .%(X)* est un groupe pour o.

2. Si=L({1,...,n}) est appelé le groupe symétrique et ses éléments sont les permutations.
Z est un groupe abélien pour + mais pas N.
Z* ={—1,1} est un groupe pour la multiplication mais pas Z.
Si A est un anneau, alors GL,(A) := M, (A)* est le groupe des matrices inversibles.
Si M et N sont deux groupes abéliens, alors Hom(M,N) est un sous-groupe (abélien) de
F(M,N) (qui est lui méme un groupe abélien). Attention : la structure de groupe est induite
par celle de N seulement.

AN

Remarque 1. On devrait dire monoide inversif au lieu de groupe. En effet, un groupe est tout
simplement un monoide qui satisfait une propriété en sus.

2. On dira (iso-) morphisme de groupes pour (iso-) morphisme de monoides f : G — H entre
deux groupes. Notons que la seconde condition f(15) = 1y est alors conséquence de la
premiére et que 1’on a toujours f(g~') = f(g)~".

3. De méme, un sous-groupe H d’un groupe G est un sous-monoide qui est lui-m&me un groupe :
il faut donc penser 2 s’assurer que si 4 € H, onabien i~ € H.
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4. On dit qu’un monoide G est integre si
Vg,h,h' €G, gh=gh'=h=H et Vg g hcG, gh=gh=g=¢.
Un groupe est toujours integre. Notons que dans un monoide abélien M, la condition s’écrit
Vx,y,2e M, x+y=x+z=>y=z

La notion suivante est trés importante mais nous la rencontrerons trés peu dans cet ouvrage :

Définition 1.2.9 Si G est un monoide, alors un G-ensemble est un ensemble X muni d’un

morphisme de monoides
G F(X)

g— (x> gx).

On dit aussi que G opére sur X.

Alternativement, cela revient a donner une loi de composition externe

GxX—X
(g, X) ——gx

telle que
l. Vg,he G,Vxe X, (gh)x=g(hx)
2. Vxe G, lx=ux.

Définition 1.2.10 Un morphisme de G-ensembles est une application f : X — Y telle que

VgeGVxeX, f(gx)=gf(x).

On dit aussi que I’application f : X — Y est compatible avec les opérations.

1.3 Anneau, corps

La notion d’anneau formalise I’'idée d’un d’ensemble de nombres. Nous resterons extrémement
succin et le lecteur qui souhaite en savoir plus pourra regarder 1’ouvrage de Rémi Goblot ([Gob01])
par exemple.

Définition 1.3.1 Un anneau (associatif unitaire) est un groupe abélien A muni d’un morphisme
de groupes abéliens
A—— EndAb(A) C y(A)

al—>(b*—)ab).

telle que la loi induite fasse de A un monoide. On dit que 1’anneau est commutatif si la
multiplication aussi est commutative.

Alternativement, cela revient a munir A de deux lois internes

AXA——A et AXA——A
(a,b) ——=a+b (a,b) ——ab

satisfaisant les propriétés suivantes
1. (a) Ya,b,c€A, (a+b)+c=a+(b+c),
(b) 0 €A VacA, O0+a=a,
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(c) VaeA,3—acA, a+(—a)=0,
(d) YVa,be A, a+b=b+a,

2. (a) Ya,b,c€A, (ab)c=a(bc),
(b) 31 €ANVacA, al=la=a,

3. et la distributivité :

Va,b,c€ A, a(b+c)=ab+ac et (b+c)a=ba+ca.

Exemple 1. Z est un anneau commutatif.
2. Si M est un groupe abélien, alors End(M) est un anneau (non commutatif en général) pour +
eto.
Si A est un anneau et X un ensemble, alors .% (X,A) est aussi un anneau.
Si (Ay)ses est une famille d’anneaux, alors [J,cgA; est aussi un anneau.
5. Si A est un anneau, alors M, (A) est aussi un anneau (pour 1’addition terme a terme et la
multiplication des matrices) mais il n’est pas commutatif (si A # {0}).

B w

Définition 1.3.2 1. Un morphisme d’anneaux f : A — B est une application qui est un
morphisme simultanément pour les deux lois. On dit isomorphisme d’anneau s’il est
bijectif.

2. Un sous-anneau B d’un anneau A est un anneau qui est contenu dans A et tel que I’inclusion
soit un morphisme d’anneaux.

Remarque 1. Si f:A— Betg:B— C sont deux morphismes d’anneaux, alors g o f aussi.
2. Si f: A — Best un isomorphisme d’anneaux, alors f~! aussi.
3. Un isomorphisme d’anneaux est une application qui est un isomorphisme pour les deux lois.
4. Un sous-anneau est une partie qui est a la fois un sous-groupe pour 1’addition et un sous-
monoide pour la multiplication.
5. Ondit qu’un anneau A est intégre si A\ {0} est un sous-monoide. C’est alors automatiquement
un sous-monoide integre.

Définition 1.3.3 Un corps est un anneau commutatif K tel que K \ {0} soit un groupe. Un
morphisme d’anneaux entre deux corps s’appelle une extension de corps.

Exemple 1. Q,R,C,F,:=2Z/pZsi p est premier, K(T') si K est un corps.

2. Les anneaux Z et D des entiers naturels et des nombres décimaux sont des anneaux commuta-
tifs intégres qui ne sont pas des corps. De méme, si n n’est pas premier, alors Z/nZ n’est pas
un corps (méme pas integre). Si K et L sont des corps, alors K x L est un anneau qui n’est
pas un corps (pas intégre). L’anneau nul {0} n’est pas un corps (pas inteégre non plus).

Définition 1.3.4 La caractéristique d’un anneau A, notée Car(A), est le plus petit p € N\ {0}
tel que
plar=lat-+14=04
~—_——
p fois

s’il existe, et O sinon.

Remarque 1. De maniere plus sophistiquée, il existe un unique morphisme d’anneaux Z — A
et son noyau est (1’idéal principal) pZ := {pn, n € Z}.
2. Dire que Car(A) = 0 signifie essentiellement que A contient Z et, dans le cas d’un corps K,
que K contient Q.
3. Dire que Car(A) # 2 signifie que 14 # —14. Lorsque A est un anneau inteégre (par exemple
un corps), ¢’est équivalent a dire que 1’on a jamais —a = a dans A si a # 0.
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Module, espace vectoriel

La notion de module généralise simultanément celles de groupe abélien et d’espace vectoriel.
Nous nous limiterons tres vite a ce dernier cas mais le lecteur qui voudrait mieux comprendre
I'utilité de cette notion pourra consulter I’ouvrage de Daniel Guin ([Guil3]) par exemple.

On fixe un anneau A (que I’on peut supposer commutatif — par exemple A = K, un corps, ou
A=2).

Définition 1.4.1 Un A-module (a gauche) est un groupe abélien M muni d’un morphisme
d’anneaux
A —— Endap(M)

at—— (x— ax).
Cela veut donc dire que M est muni d’une loi interne et d’une loi externe

MxXM——>M e AXM—>M
(xX,y) ——=x+y (a,x) — ax,

et que I’on a les propriétés suivantes

1. (@) Vx,y,2€M, (x+y)+z=x+(+2),
b) 0eM,VxeM, O0+x=x,
(c) VxeM,3—xeM, x+(—x)=0,
d Vx,yeM, x+y=y-+x,

2. (a) Va,bcANxeM, (ab)x=a(bx),
(b) VxeM, l1x=x,
(c) Yae ANx,yeM, a(x+y)=ax+ay,
(d) Ya,p€ANxeM, (a+Db)x=ax+bx.

Exemple 1. Un Z-module est tout simplement un groupe abélien : I’opération de Z est auto-
matiquement 1’action naturelle donnée par

nx=x+---+x et (—n)x=-x—---—x pourne N.
—— N——
n fois n fois

2. Si K est un corps, un K-module est un K-espace vectoriel.

3. Un K[T]-module est essentiellement un K-espace vectoriel E muni d’un opérateur linéaire
u : I’opération est alors donnée par Px := P(u)(x) (voir plus loin).

4. {0} et A sont toujours des A-module.

5. Si M est un A-module et X un ensemble, alors .% (X, M) est aussi un A-module.

6. Si (My)ses est une famille de A-modules, alors [,cg M est aussi un A-module (pour les lois
terme a terme).

7. Myuxm(A) est un A-module.

On utilisera parfois la notation de Minkowski dans ce contexte si bien que si X, Y C MetS CA,
on écrira
X+Y:={x+y, xeX,yeY} et SX={ax, acSxeX}.

Définition 1.4.2 Une application A-linéaire u : M — N entre deux A-modules est un morphisme
de groupes abéliens qui est compatible avec la multiplication par les éléments de A.

En d’autres termes, on a
LVx,yeM, u(x+y)=u(x)+uly),
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2. Vac ANxeM, u(ax)=au(x).
Alternativement, on peut demander que u préserve toutes les combinaisons linéaires :

n n
Vxi,...,x, EMVay,...,a, €A, u (Zam) = Zaiu(xi)
i=1 i=1

(la combinaison linéaire vide étant nulle par définition).

On dira aussi morphisme de A-modules, et on parlera donc d’endomorphisme (cas M = N),
d’isomorphisme (cas u bijectif) ou d’automorphisme (les deux). On notera L(M,N) ’ensemble de
toutes les applications linéaires de M vers N, L(M) :=L(M,M) et GL(M) =L(M)N.~(M). S’il
existe un isomorphisme entre deux A-modules M et N, on écrira encore M ~ N. On indiquera A en
indice si nécessaire.

Proposition 1.4.3 1. Siu:M — N etv:N — P sont deux applications A-linéaires, alors
Vo u aussi.

2. Siu:M — N est un isomorphisme de A-modules, alors u !

aussi.

Démonstration. Exercice. [ |

Définition 1.4.4 Un sous-module N d’un A-module M est un A-module N qui est contenu dans
M et tel que I’inclusion N — M soit linéaire. Lorsque M = A, on dit idéal.

En d’autres termes, on demande que N soit une partie de M (muni de la structure induite) telle
que

1.0eN

2. Vx,yéN, x+y€EN,

3. VacA,VxeN, ax€eN.
Les deux dernieres conditions s’écrivent aussi N +N C N et AN C N. Alternativement, on peut
demander que toute combinaison linéaire Y, a;x; d’éléments xi,...,x, € N avec coefficients
ai,...,a, € A, soit encore dans N (la combinaison linéaire vide étant nulle par définition).

Exemple 1. SiM et N sont des A-modules, alors L(M,N) est un sous-module de .7 (M, N).

2. On dispose d’un isomorphisme de A-modules M,,«,,(A) ~ L(A™,A") et on identifie parfois
les deux.

3. La transposition [a; ;] — [a; ;] est un isomorphisme M, (A) >~ M, (A) de A-modules.

4. Lorsque I’anneau A est un corps K, un sous-module est un sous-espace vectoriel. Lorsque
A = Z, un sous-module est un sous-groupe.

5. Un anneau commutatif est un corps si et seulement si il a exactement deux idéaux : {0} et lui
méme (analogue a la définition d’un nombre premier).

6. Sia €A, alors (a) :=Aa:= {ca, c¢ €A} estunidéal deA (dit principal).

7. Les idéaux de K[T'] sont tous principaux : ce sont donc les parties de la forme

(P):={PQ, QecKI[T]}

formées des multiples de P € K[T]. Et un tel P est unique si on requiert qu’il soit unitaire.
8. Les idéaux de Z aussi sont tous principaux (correspondant aux entiers naturels).
9. Nous avons mentionné ci-dessus qu’un K[7]-module est donné par un K-espace vectoriel
E ainsi qu’un endomorphisme u € L(E). Alors, les sous-modules correspondent aux sous-
espaces vectoriels F de E qui sont stables par u (tel que u(F) C F).

Tous les résultats a venir dans le chapitre 2 et la premiere moitié du chapitre 3 qui seront
énoncés pour des espaces vectoriels sur un corps sont en fait encore valides pour des modules
sur un anneau quelconque. La majeure partie des notions et résultats étudi€s ensuite ont aussi un
analogue pour les modules bien que certaines subtilités apparaissent.
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Algébre

Nous ne parlerons pas ici de la notion générale d’algebre mais seulement de celle d’algebre
associative unitaire que nous abrégerons en disant tout simplement « algébre ».

On fixe un corps K (ou plus généralement un anneau commutatif et il faut alors lire module au
lieu d’espace vectoriel).

Définition 1.5.1 Une K-algébre (associative unitaire) est un anneau L muni d’un morphisme
d’anneau K — L.

Cela signifie en fait que L est est muni d’une structure de K-espace vectoriel telle que
Va € K,VYu,v € L, (au)v=a(uv) =u(av)

(e morphisme d’anneaux K — L étant nécessairement donné par a — aly).
En d’autres termes, on dispose de trois lois

LxL——>L , LxL——>L e KxL—->L
(x,y) —=x+y  (x,y)—>2xy (a,x) ——ax

avec les propriétés suivantes

1. (@ VuvceL, (u+v)+c=u+(v+c),
(b) 0ELYuecl, Otu=u,
() Vvue LLA—u€elL, u+(—u)=0,
(d) Vu,veL, u+v=v+u,

2. (@ Va,beK,VueL, (ab)u=a(bu).
(b) YuelL, lgxu=u,
(c) Yae K,Vu,ve L, a(u+v)=au+av,
(d) Ya,be K,Nue L, (a+b)u=au+bu,

3. (@) Yu,vywe L, (uv)w=u(ww),
) A, eLVYuel, ulp=1lu=u,
(c) VaeK,Vu,ve L, (au)v=a(uv)=u(av),
(d) Yu,vywe L, u(v+w)=uv+uw et (v+w)u=vu+wu.

Remarque On définit plus généralement une K-algebre comme étant un K-espace vectoriel L
muni d’une application bilinéaire (voir plus bas) L x L — L. On dit alors que L est associative
unitaire si L est un monoide (et donc un anneau) pour cette nouvelle loi.

Exemple 1. Les polyndmes sur K forment une K-algébre commutative K[T|.
2. Si E est un espace vectoriel, alors L(E) est une K-algebre (pour +, 0, -).
3. Les matrices n x n a coefficients dans K forment une K-algebre M,,(K).
4. Un produit d’algebres [],cg Ls est une algébre et de méme pour .% (X, L) si X est un ensemble
et L une algebre.
5. Le corps C est une algebre sur R.

Définition 1.5.2 1. Un morphisme de K-algebres est une application qui est simultanément

un morphisme d’anneaux et d’espaces vectoriels. C’est un isomorphisme s’il est bijectif.

2. Une sous-algebre d’une K-algebre A est une K-algebre qui est contenue dans A et telle
que ’inclusion soit un morphisme de K-algebres.

Exemple 1. Si X est un espace topologique et K un corps valué (comme R ou C), alors I’en-
semble €' (X,K) des fonctions continues a valeur dans K est une sous-algebre de .7 (X, K).
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2. On dispose d’un isomorphisme de K-algébres (non commutatives si n > 1) M,,(K) ~ L(K")
et on identifie parfois les deux.

3. La transposition M, (A) — M,,(A) n’est pas un automorphisme de K-algebre (ce n’est pas un
morphisme d’anneaux).

Nous pouvons énoncer une nouvelle propriété universelle (principe de substitution) :

Proposition 1.5.3 Si L est une K-algebre et u € L, il existe un unique morphisme de K-algebres
®,: K[T] — Ltel que @,(T) =u.SiP=Y% ,a,T" € K[T], on aura ®,(P) = P(u) := YL yau'.

Démonstration. On aura nécessairement

d d
,(P) = @, (;}w") = L aiu(T) = L aw' = Plu)

Réciproquement, il faut montrer qu’on obtient bien ainsi un morphisme d’algébres (exercice) :
1. VP,Q € K[T],(P+Q)(u) = P(u) + O(u),
2. Ya e K,YP € K[T],(aP)(u) = aP(u),
3. VP,Q € K[T],(PO)(u) = P(u)Q(u),
4. 1(u) =1g. |

Exemple 1. Si u est un endomorphisme d’un k-espace vectoriel E et P =T —a € K[T], alors
P(u) = u— aldg si bien que P(u)(x) = u(x) —asix € E.
2. Si A est une matrice carrée et ¥ est son polyndéme caractéristique (voir plus loin), alors le
théoréme de Cayley-Hamilton stipule que y(A) = 0 (matrice nulle).

Remarque 1. Dans le cas particulier ou L = K[T'| et u = T, I’unique morphisme K[T] — L
qui envoie T sur u est I’identité. Autrement dit, on a P(T') = P, ce qui justifie a posteriori
I’utilisation de la variable muette 7' (si on 1’avait notée X, on aurait P(X) = P).

2. Comme K|[T| est un anneau commutatif, on voit que si P,Q € K[T] et u € L, alors P(u
commute avec Q(u). Dans le cas particulier ou L = L(E), cela s’écrit P(u) o Q(u) = Q(u) o
P(u) ou encore, si x € E,

ce qui n’a rien d’évident.

1.6 Opérations élémentaires
On fixe un corps de base K (mais les définitions font sens sur n’importe quel anneau).

Définition 1.6.1 Si X est un ensemble, la k-éme ligne (resp. [-éme colonne) d’une matrice
A =[x j] € Myxm(X) est la matrice [Xg 1 -« Xgm| € Mixm(X)

X1,

resp. EMnxl(X)
Xn,l
Remarque 1. La /-éme colonne de la transposée de A est la transposée de la [-eme ligne de A.
Et réciproquement.
2. Dans tout ce qui suit, on pourra remplacer partout ligne par colonne, quitte a échanger aussi
gauche et droite (car la transposée d’un produit est le produit des transposées dans 1’ordre
inverse).
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Définition 1.6.2 Une opération élémentaire sur les lignes d’une matrice A € M, (K) est une
transformation du type suivant

1. Echange : on échange la ligne k et la ligne /,

2. Dilatation : on multiplie la ligne k par une constante non nulle q,

3. Transvection : on ajoute a la ligne k un multiple par une constante a d’une autre ligne /.

I Définition 1.6.3 Une matrice élémentaire est une matrice obtenue en effectuant une opération
élémentaire sur /.

Proposition 1.6.4 1. Une matrice élémentaire est inversible et son inverse est une matrice
élémentaire du méme type.
2. Faire une opération élémentaire sur les lignes d’une matrice revient a multiplier a gauche
par la matrice élémentaire correspondante.

Démonstration. Exercice. [ |

Définition 1.6.5 Une matrice est échelonnée si le nombre de zéros précédent le premier coeffi-
cient non nul (appelé pivot) augmente strictement a chaque ligne. Elle est échelonnée réduite si
les pivots valent tous 1 et que les autres coefficients sur la méme colonne sont nuls.

Théoreme 1.6.6 — du pivot de Gauss (-Jordan). Il existe toujours une suite finie d’opérations
élémentaires sur les lignes d’une matrice qui la transforme en une matrice échelonnée (réduite).

Démonstration. 1l s’agit de 1’algorithme du Pivot de Gauss. |
Exemple
00011 02 00 2
02002 — 0 0011 —
0 3003 03 003
01 0 01 010 01
00011 — 00011
0 3 003 00 0O0O

Corollaire 1.6.7 Une matrice est inversible si et seulement si c’est un produit de matrices
élémentaires. Si A est une matrice quelconque, il existe une matrice inversible P telle que PA soit
échelonnée (réduite).

Démonstration. Exercice. [ |

En pratique, on voit qu’une matrice A est inversible si et seulement si il existe une suite
d’opérations élémentaires sur les lignes qui aboutit a la matrice unité /. Cela s’écrit PA = [ et on
adonc A~! = P, c’est a dire A~! = PI. Autrement dit, on obtient A~! en faisant la méme suite
d’opérations élémentaires sur /.
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1.7 Exercices

Exercice 1.1 Etant données f: X — Y et g: Y — Z, montrer que
1. Si f et g sont injectives (resp. surjectives), alors g o f aussi.
2. Si go f estinjective (resp. surjective), alors f aussi (resp. g aussi).

Exercice 1.2 Montrer que si f: R — R?, (x,y) — (x —y,x+) et A désigne la diagonale, on a
f(A)={0}xR et f'(A)=Rx{0}.

Exercice 1.3 Etant donné f : X — Y, montrer que ’on a toujours :

ACB=f(A)Cf(B) | ccD=f(C)cC (D)

f(ANB) C f(A)Nf(B) | f(CnD)=f"!(C ) ‘(D)

f(AUB) = f(A)Uf(B) | f1(CuD)=f(C)Uf (D)
AcC fl(f(4) f(f*I(C))CC

et donner des contre exemples lorsque I’égalité ou I’équivalence n’est pas satisfaite.

Exercice 1.4 Montrerque si f: X — Y etg:Y — Z, on a toujours :

[ (80)(A) =8(f(4)) | (g0f)"'(C) = f'(g"'(0)) |

Exercice 1.5 1. Montrer que I’on a toujours

|Xa|
(1] x [P = 1 KT | KT ety Pabial = (y ) 7,

2. Montrer que |Y|X11H1%l = |y |IXilx |y |%l,
3. Montrer que |Y|® =1, |Y|' = |Y|et |[Y|*"! = |¥|" x |Y].

Exercice 1.6 Soient X :={a,b} et G := .7 (X) I’ensemble des application de X dans lui méme.
On désigne par 1 I’identité de X, s la permutation des deux éléments de X et p, g les deux autres
éléments de G. Etablir un tableau représentant la loi de composition sur G et vérifier que G est
bien un monoide. Est-il commutatif ? Est-ce un groupe ? Sinon, expliciter G*.

Exercice 1.7 Soient G et H deux monoides. Montrer que si H est commutatif, alors Hom(G, H)
est un sous-monoide de .% (G, H), mais que c’est faux par exemple si G est le groupe additif du
corps F, a 2 éléments et H est le groupe des permutations .#3 de I’ensemble {1,2,3}.

Exercice 1.8 Soient G et H deux monoides et f : G — H une application satisfaisant f(gh) =
f(g)f(h). Montrer que si H est un groupe, alors f est un morphisme, mais que c’est faux par
exemple pour I’application nulle du monoide multiplicatif N dans lui méme.

Exercice 1.9 Montrer que si M est un groupe abélien (noté additivement), alors I’ensemble
End(M) des endomorphismes de M est un anneau pour + et o. Montrer qu’il n’est pas commu-
tatif si, par exemple, M = Z2.

Exercice 1.10 Soient (Gy)ses une famille de monoides et G := [,c5 G, (muni de sa loi de
monoide). Montrer que si H est un monoide quelconque, alors une application f : H — G est un
morphisme si et seulement si ses composantes f; le sont. En déduire que toutes les projections
Ps : G — G sont des morphismes.
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Exercice 1.11 Montrer qu’un groupe est toujours un monoide integre. Montrer qu’il existe des
monoides qui ne sont pas inteégres. Montrer que si A est un anneau intégre, alors A\ {0} est un
monoide integre.

¢ :N — G (ou N est muni de I’addition) tel que ¢(1) = g (on a en fait ¢(n) = g").

2. Montrer que si G est un groupe et g € G, il existe un unique morphisme ¢ : Z — G tel
que @(1) = g (on étend alors la notation précédente).

3. En déduire que si A est un anneau, alors il existe un unique morphisme d’anneaux
¢ : Z — A (attention, on regarde un groupe additif maintenant).

4. En déduire qu’un groupe abélien possede une unique structure de Z-module.

Exercice 1.13 1. Soient ¢ : A” — A un morphisme d’anneaux et M un A-module. Montrer
que la loi @'x := @(d’)x fait de M un A’-module.
2. En déduire que si A est un sous-anneau de A, alors tout A-module M est automatiquement
un A’-module (restriction a A”).

Exercice 1.14 Montrer que si A est un anneau et M est un A-module, on a
VxeM, 0sax=0y et VacA, aly=0y.

Exercice 1.15 Montrer que si A est un anneau et a € A, alors (a) := Aa:={ca, c €A} est

| Exercice 1.12 1. Montrer que si G est un monoide et g € G, il existe un unique morphisme
I un idéal de A (dit principal).

Exercice 1.16 Montrer qu’un anneau commutatif est un corps si et seulement si il a exactement
deux idéaux : {0} et lui méme.

Exercice 1.17 1. Utiliser la division euclidienne pour montrer que tous les idéaux de Z
sont de la forme (n) pour un unique n € N.
2. Utiliser la division euclidienne pour montrer que, si K est un corps, les idéaux de K|T|
sont de la forme (P) pour un unique P unitaire.

Exercice 1.18 Vérifier que si E est un espace vectoriel sur un corps K, alors L(E) est une
K-algebre pour (+,0,) (on fera simplement la liste des propriétés).

Exercice 1.19 Montrer que si K est un corps et a € K, il existe un unique morphisme d’algebres
@, de K[T] dans lui méme qui envoie T sur T — a. Expliciter ¢; (1), ¢1(T), ¢1(T?).

Exercice 1.20 Soit K un corps.
1. Montrer que si E est un K[T]-module, alors I’application u : E — E,x — Tx est linéaire
et que Px = P(u)(x) pour P€ K[T]etx € E.
2. Réciproquement, montrer que si E est un espace vectoriel sur K et u € L(E), la loi
Px := P(u)(x) fait de E un K[T]-module.
3. Montrer qu’un sous-espace vectoriel F de E est un sous-module si et seulement si
u(F)CF.

| Exercice 1.21 Démontrer toutes les propositions du cours laissées en exercice.
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Exercice 1.22 —TP. Soient M := a b et]:= 10 . Calculer
c d 0 1

M? — (a+d)M + (ad — bc)l.

En déduire que si ad — bc est inversible, alors M aussi, et exprimer dans ce cas M~ en fonction
de M et de ses coefficients. Calculer M~

Exercice 1.23 — TP. On considere les matrices

1l a &¢ & 11 1 1
01 a o 1 14a 1 1 4
001 al| |1 1 13 1 |€9
00 0 1 11 1 l+4c

Calculer leurs inverses. Est-ce toujours possible ? Etait-ce prévisible ?

Exercice 1.24 — TP. Effectuez I’algorithme du pivot de Gauss sur les matrices

32 -3 0 1 -1 —2 -3 3
5 -1 -2, | -1 -4 5 et | =3 3 5| eM;Q),
11 -1 1 -5 2 -5 -2 4

en indiquant toutes les étapes. Méme question avec

1 -1 -4 2 3 4 -5 1
4 5 18 11 o1 1 -
36 17 7 et |, 5 4 _s5 | €MaQL
-5 -3 —14 11 9 0 1 -4

Parmi toutes ces matrices, lesquelles sont inversibles ?






2.1

On fixe un corps de base K, appelé par la suite le corps des scalaires (penser a K = R). Tous les
espaces vectoriels sont des K-espaces vectoriels et toutes les applications linéaires sont K-linéaires.

Remarque Tous les résultats qui suivent sont en fait valides pour des modules sur un anneau
quelconque. En d’autres termes, on peut remplacer le corps K par n’importe quel anneau A et les
K-espaces vectoriels E, F, ... par des A-modules M, N, ... En prenant A = Z, on voit que I’on peut
aussi remplacer partout « espace vectoriel » par « groupe abélien » et « application linéaire » par
« morphisme de groupes ».

Espace vectoriel

On commence par rappeler les notions de base introduites plus généralement pour les modules
dans la section 1.4.

Définition 2.1.1 Un espace vectoriel est un groupe abélien £ muni d’un endomorphisme
d’anneaux
K —— Endap(E)

at—— (x+— ax).

Cela veut donc dire que E est muni d’une loi interne et d’une loi externe satisfaisant les
propriétés suivantes
1. Vx,yz€E, (x+y)+z=x+(y+2),
A0 € E,Vx € E, Og+x=ux,
Vx€E,3—x€E, x+(—x)=0g,
Vx,yeE, x+y=y+x,
Va,b € K,Nx € E, (ab)x=a(bx),
Vx€eE, lgx=nx,
Va € K,Vx,y € E, a(x+y)=ax+ay,
Va,b € K,Nx € E, (a+b)x=ax+bx.

P NN WD
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Définition 2.1.2 Une application linéaire u : E — F entre deux espace vectoriels est un mor-
phisme de groupes abéliens qui est compatible avec la multiplication par les éléments de K.

Cela veut donc dire que I’on a
1. Vx,y€ E, u(x+y)=u(x)+u(y),
2. VaeK,Vx€E, u(ax)=au(x).

On parlera d’endomorphisme ou d’opérateur linéaire si E = F, d’isomorphisme si u est
bijectif et d’automorphisme si u est a la fois un endomorphisme et un isomorphisme. On notera
L(E,F) I’ensemble de toutes les applications linéaires de E vers F, L(E) := L(E,E) et GL(E) =
L(E)N.~(E). S’il existe un isomorphisme entre deux K-espace vectoriels E et F, on écrira encore
E~F.

Proposition 2.1.3 1. Siu:E — F etv:F — G sont deux applications linéaires, alors vou
aussi.

2. Siu:E — F est un isomorphisme d’espace vectoriels, alors #~!

aussi.

Démonstration. Exercice. [ |

Définition 2.1.4 Un sous-espace vectoriel F d’un espace vectoriel E est un espace vectoriel F
qui est contenu dans E et tel que I’inclusion F' < FE soit linéaire.

En d’autres termes, on veut que F soit une partie de E telle que
1.0eF

2. Vx,yeF, x+y€F,

3. VacK,VxeF, axeF.

Image, noyau

Nous allons maintenant étudier les notions d’image et de noyau dans le cadre de 1’algebre
linéaire.

Proposition 2.2.1 Soit u : E — F une application linéaire.
1. Si E’ est un sous-espace vectoriel de E, alors u(E’) est un sous-espace vectoriel de F.
2. Si F’ est un sous-espace vectoriel de F, alors u~! (F’) est un sous-espace vectoriel de E.

Démonstration. Exercice. [ |

On rappelle maintenant la définition 1.2.6 :
Définition 2.2.2 Soit u : E — F une application linéaire.
1. L’image de u estimu :=u(E) C F.
2. Le noyau de u estkeru := u~'({0r}) C E.

Corollaire 2.2.3 Soit u : E — F une application linéaire. Alors,
1. imu est un sous-espace vectoriel de F'.
2. keru est un sous-espace vectoriel de E.

Démonstration. [ |

Proposition 2.2.4 Soit u : E — F une application linéaire. Alors,
1. u surjective < imu=F
2. uinjective < keru = {0}
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Démonstration. 1. Exercice.
2. Comme u(0) = 0, on sait déja que {0} C keru. Six € keru, alors u(x) = 0= u(0). Donc, si
u est injective, on a x = 0. Réciproquement, si u(x) = u(y) alors u(x —y) = u(x) —u(y) =0
si bien que x — y € keru. Donc, si on suppose que keru = {0}, on voit que x —y = 0 si bien
que x =Y. |

Remarque L’analogue de ce résultat est faux pour les monoides en général mais il est toujours
valide pour les groupes ou les anneaux par exemple (et bien siir aussi pour les A-modules). La
premieére assertion est méme valide pour n’importe quelle application entre deux ensembles.

Rappelons qu’on utilise la notation de Minkowski : si E est un espace vectoriel et A,B C E,
alors
A+B={x+y, xcAetyecB}.

Lemme 2.2.5 Soit u : E — F une application linéaire.
1. Si E’ est un sous-espace vectoriel de E, alors u~ ' (u(E')) = E' + keru.
2. Si F’ est un sous-espace vectoriel de F, alors u(u~'(F')) = F'Nimu.

Démonstration. 1. On dispose de la suite d’équivalences

x€u "(u(E")) < u(x) € u(E)
sdyeE, ulx)=u(y)
SIyeE, ulx—y)=0
& IyecE, x—y€Ekeru
s 3AyeE zckeru, x—y=z
& IycE zckeru, x=y+z
& x € E' +keru.

2. De méme, on dispose de la suite d’équivalences
yeulu \(F) e xecu ' (F), y=ul)
S IxeE, u(x)eF ety=u(x)
syeF etIxeE, y=u(x)
&yeF Nimu. |

Proposition 2.2.6 Soitu : E — F une application linéaire. Alors, u et u~! induisent des bijections
réciproques

{Sous espaces vectoriels de E contenant keru}

ultu!

{Sous espaces vectoriels de F contenus dans imu}

Démonstration. On montre d’abord que les fleches sont bien définies. On sait que si E’ est un
sous-espace vectoriel de E alors u(E’) est un sous-espace vectoriel de F, et comme E’ C E, on aura
u(E") C u(E) = imu. De méme, on sait que si F’ est un sous-espace vectoriel de F alors u~'(F")
est un sous-espace vectoriel de E, et comme {Or} C F’, on aura keru = u~'({0r}} C u='(F").
Pour conclure, il suffit de montrer que si keru C E’, alors u~!' (u(E')) = E' et si F’ C imu, alors
u(u='(F")) = F' . Cela résulte du lemme 2.2.5 : en effet, si keru C E’, on a E' +keru = E’ et si
F' Cimu,ona F'Nimu = F’. [ |
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2.3 Produit

Proposition 2.3.1 Soient (E;)scs une famille d’espaces vectoriels et

E = HES = {(xs)ses, X5 € Es}.

seS

Il existe alors une unique structure d’espace vectoriel sur E telle que toutes les projections
ps : E — E; soient linéaires.

On rappelle que si x = (xy)ses, alors pg(x) = x,.

Démonstration. L’ unicité est immédiate car la condition signifie que I’on a

(xs)s€S+ (YS)seS = (xs +ys)s€S et a(xs)ses = (axs)seS'

On vérifie que cela définit bien une structure d’espace vectoriel (exercice). |

Remarque 1. Si Ey,...,E, sont des espaces vectoriels, alors E} X --- X E, sera donc muni de
I’addition et de la multiplication terme a terme :

(xlv"'7-xn)+(y17'-'7yl’l) = (x1+y17"'7xn+yn)

et
a(xy,...,x,) = (axy,...,ax,).

2. Si E est un espace vectoriel et S un ensemble quelconque, alors
ES .= {(x)ses, X, €E}

est naturellement un espace vectoriel.
3. En faisant 'intersection des deux cas précédents, on trouve

E":=E" —Ex...xE.
—_———

n fois

Exemple 1. K= {0},K' =K,K>=KxK,...,K"=Kx---xK,...
2. Dans K", sion pose 1;:= (0,...,1,...,0) avec 1 a la i-éme place, on a (vérifier)

(xl,...,xn) =x11;+--+x,1,.

3. KN:={(xi)ien, X € K} est I’espace des suites d’éléments de K.
4. Si K est un corps valué comme R ou C, alors les suites bornées forment un sous-espace
vectoriel £o,(K) C KN (plus précisément, la condition est

(xi)ieN € leo(K) < IM € R>0,Vi € N, |x;| < M).

Proposition 2.3.2 Soient (E;)cs une famille d’espaces vectoriels et E := [[ s E;- Si F est un
espace vectoriel, alors une application u : F' — E est linéaire si et seulement si ses composantes
ug le sont.

On rappelle que les composantes de u sont les applications composées u; := p; o u.

Démonstration. 11 suffit d’écrire les conditions (exercice). |
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Remarque Comme conséquence de la proposition, on voit que si on se donne une famille d’appli-
cations linéaires u; : E; — Fj, alors I’application produit

Hus : HEx — HEva (xs)sES — (Ms(xs))sES

seS seS sES

est aussi linéaire. Dans le cas d’un nombre fini, on écrit

Uy XXy :Ey X XE, > F| X---XF,, (xl,...,x,,)b—>(ul(xl),...,un(xn)).

Proposition 2.3.3 Si E est un espace vectoriel et X un ensemble quelconque, alors il existe une
unique structure d’espace vectoriel sur I’ensemble .7 (X, E) de toutes les applications de X vers
E, telle que toutes les applications d’évaluation f — f(x) soient linéaires.

Démonstration. On peut identifier .7 (X, E) avec EX en faisant correspondre f: X — E et (yy)xex
lorsque f(x) = yx. Les applications d’évaluations correspondent alors aux projections. |

Remarque 1. Si E est un espace vectoriel et X un ensemble, alors .% (X, E) est muni de
(f+8)(x) = f(X)+g(x) et (af)(x) = af(x).
2. Il suit que si h: Y — X est n’importe quelle application, on aura
(f+g)oh=foh+goh et (af)oh=a(foh)

par définition (on ne demande pas que les applications soient linéaires) : tout se passe bien
par composition a droite.

Exemple Si E est un espace vectoriel normé (voir plus loin) et X est un espace topologique, alors
les applications continues f : X — E forment un sous-espace vectoriel ¢ (X,E) C .7 (X,E).

Proposition 2.3.4 Si E et F sont des espace vectoriels, alors I’ensemble L(E, F) des applications
linéaires de E vers F est un sous-espace vectoriel de .7 (E, F).

Démonstration. On montre tout d’abord que si f,g : E — F sont linéaires, alors f + g aussi. En
effet, si x,y € E, on a par définition de la somme de deux applications et linéarité de f et g,

(fte)(x+y)=flx+y)+glx+y) = f(x) +f(¥) +gx) +g(y)

et, toujours par définition de la somme de deux applications,

(f+8) )+ (f+8)y) = f(x) +8(x)+ /() +8().

On vérifie de méme que si x € E eta € K, alors (f + g)(ax) = a(f + g)(x) (exercice). On montre
ensuite que si f : E — F est linéaire et a € K, alors af est linéaire (exercice). |

Remarque L’ application d’évaluation en 1 est un isomorphisme

~

L(K,E) E
ur———u(l).

La réciproque envoie x € E sur I’application i, : a — ax. On identifiera souvent ces deux espaces.
En particulier, on a L(K) ~ K (un endomorphisme de K est la multiplication par une constante).
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Proposition 2.3.5 On a un isomorphisme d’espace vectoriels
L(K™ K") —— M,xm(K)
u A
donné par
A=laij]l ©ulx,....xm) = (@a11x1+ -+ a1 mXm, .-, A1 X1 + -+ Ay X)) -
On écrira A = Mat(u), ou A = [u] pour faire plus court.
Démonstration. Exercice. |

Remarque 1. On utilisera aussi la suite d’isomorphismes K" ~ L(K,K") ~ M, x| (K) pour
voir les vecteurs de K" comme des vecteurs colonnes et on écrira :

X1
b =i =
Xn
six = (x1,...,%,). En particulier, on identifiera K et M (K) (scalaires et matrices a un seul

coefficient).
2. Donnons nous deux matrices A" € M,y v (K) et A” € M,y (K) correspondant a des ap-
. . .o, . / / " " . .
plications linéaires «’ : K™ — K" et u” : K™ — K" respectivement. Alors, si on pose
m=m'+m"etn=n'+n",lamatrice de u = u’ x u” : K™ — K" est diagonale par blocs :

A0
A= [ Y } |
On dispose d’une loi de composition

Mnxm(K) X MmXI(K) - Mnxl(K)
(A,B) 1 AB

via la formule

laij][bjx] = [iai,jbj,k] :

Proposition 2.3.6 Si on se donne deux applications linéaires

Kl*v>Km*u>Kn

alors on a [uov] = [u][v].

Démonstration. Exercice. [ |

Remarque 1. L’image (resp. le noyau) d’une matrice A € M,»,,(K) est I'image (resp. le
noyau) de I’application u € L(K™,K") correspondant. Plus généralement, nous appliquerons
systématiquement aux matrices le vocabulaire des applications linéaires.
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2. Pour calculer le noyau et I’'image d’une matrice A, on peut utiliser la méthode suivante : on
effectue une suite d’opérations élémentaires sur les colonnes

A —
1
Alors, {Cy,...,C,} sera une base de imA et {D,...,D,} sera une base de kerA (voir plus
loin pour les bases).

3. On peut justifier la méthode ci-dessus comme suit : faire une suite d’opérations sur les
colonnes revient a multiplier a droite par une matrice inversible P (celle obtenue en faisant
les mémes opérations sur /). On aura donc

I - * * Dl Dt ?

Cl Cr 0 0
* * D] Dt

c’est a dire
si bien que
A[*...* D, "'Dt] = [Cl ...Cr()...()]_
Autrement dit, on aura Ax = Cy,...,Ax = C, (image) et AD| = --- = AD, = 0 (noyau). C’est

le théoreme du rang (voir plus loin) qui nous permet de conclure qu’il s’agit bien d’une base
dans chaque cas.

Exemple Pour

1 2 3 4
A=|13 6 6 |,
3 8 15 16
on fait
1 2 3 4 7 1 0 0 0 7 1 0 0 0 7
1 3 6 6 1 1 3 2 1 1 0 O
3 8 15 16 3 2 6 4 3 2 0 O
10 0 O0|—-|1 -2 -3 4]|—=1]1 -2 3 0
01 0 O 0 1 0 0 o 1 -3 -2
00 1 O 0 0 1 0 0 O 1 0
|00 0 1 | L0 0 O 1] L0 0 O 1]

si bien que {(1,1,3),(0,1,2)} est une base de imA et {(3,—3,1,0),(0,—2,0,1)} est une base de
kerA.

2.4 Dual (début)

Définition 2.4.1 Une forme linéaire sur un espace vectoriel E est une application linéaire
¢ : E — K. Uespace dual de E est I’espace vectoriel 'E := L(E,K) de toutes les formes
linéaires sur E. Un hyperplan de E est un sous-espace qui est le noyau d’une forme linéaire non
nulle ¢.

Dans Ia littérature, on voit souvent la notation E* pour le dual.
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Exemple 1. Comme corollaire de la proposition 2.3.5, on dispose d’un isomorphisme
[anMlxn(K% (P'—>[(P}

donné par
(p(xl,...,xn) =aix;+- - +apx, = [(p] — [al"'an]

Une forme linéaire sur K" sera donc vue comme un vecteur ligne.
2. Les projections p; : K" — K sont des formes linéaires et toute forme linéaire sur K" s’écrit
de maniere unique

©=ap1+---+a,p, avecai,...,a, €K.

Plus précisément, on a
¢ =¢(L)p1+---+¢(La)pn.

3. On dispose du diagramme commutatif suivant :
'K'x K" —— K
M]Xn(K) X Mnxl(K) 4X> M] (K)

avec (¢,x) — @(x) en haut et
[ai---ay], | : = arxy 4 - anXy)

en bas. En d’autres termes, on a [@(x)] = [¢][x].
4. Un hyperplan de K" est une partie de la forme

H:={(x1,...,xy) €K" | ay1x; + -+ apx, =0}

avec ai,...,a, € K non tous nuls.
5. On dispose d’un isomorphisme d’espaces vectoriels

~

Kn tKn
(ar,...,ap) ———aip1+---+anpy
(0(Li),..,0(1y)) =———0

que I’on utilisera parfois (mais prudemment) pour identifier ‘K" avec K".

Remarque 1. Bien que ‘K" soit isomorphe & K", il est faux en général que 'E soit isomorphe a
E. En fait, le théoreme d’Erdos-Kaplansky nous dit que si E est de dimension infinie, alors
dim’E > dimE (voir plus loin pour la notion de dimension).

2. Sur un anneau quelconque, il faut renforcer I’hypothése non nulle en surjective dans la
définition d’un hyperplan (sur un corps, les deux conditions sont équivalentes).

Proposition 2.4.2 Soit E un espace vectoriel.
1. Six € E, ’application d’évaluation

p'E—K, @~ o)

est une forme linéaire sur ‘E.
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2. L’application (dite canonique)
E—"E, xwp,

est linéaire.

Démonstration. 1. Résulte facilement du corollaire 2.3.3 (exercice).
2. Résulte immédiatement de la linéarité de ¢ (exercice). |

Définition 2.4.3 Soit u : E — F une application linéaire. Alors, 1’application duale de u est
I’application
Tu: 'F 'E
Y Yyou.

En d’autres termes, on a donc ‘u(y) := you.

Proposition 2.4.4 1. Siu: E — F est une application linéaire, alors ‘u : 'F — 'E aussi.
2. Si E et F sont deux espaces vectoriels alors I’application

L(E,F) — L('F,'E) @.1)
u——"'y

est linéaire.
3. Siu:E — Fetv:F — G sont deux applications linéaires, alors ’(vou) ="uo’v.

Démonstration. 1. Si w1, y, €'F, on a par définition de la somme de deux applications

‘u(yi+ o) = (Wi +w)ou=vyioutypou="u(y)+'u(y),

etde méme, sia € K et y € 'F, alors ‘u(ay) = d'u(y).
2. Siuy,uy : E — F sont deux applications linéaires et ¥ € 'F, on a

N +u2)(y) = yo(u +u) = your +your ="ur(y) +'ur(y) = (w1 +"u2)(y)

car Y est linéaire et il suit que " (u) +uz) = "u; +"up. On montre de méme que siu: E — F
est linéaire et a € K, alors ' (au) = d'u.
3. Siye'F,ona

‘vou)(w) =wovou=(u(v(y))=(ucv)(y). ®

Exemple Si on identifie ‘K" avec K" et ‘K™ avec K™, alors 1’application (2.1) correspond a la
transposition des matrices

Mnxm(K) —— men(K)
Ar—A.

Autrement dit, la matrice du dual de u sera la transposée de la matrice de u (on reparlera de ca plus
tard).

2.5 Orthogonal
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Définition 2.5.1 Soit E un espace vectoriel. La partie orthogonale a U C'E est
U={xeE/VYoecU, ¢kx)=0}CE.

Dans la littérature, on voit souvent la notation U+ que nous préférons éviter pour I’instant afin
de prévenir les risques d’ambiguité.

Exemple 1. Une partie H de E est un hyperplan si et seulement si H = {¢}° avec ¢ non nulle.
2. En général, U°® = Nycy ker @ est toujours une intersection d”hyperplans.
3. Considérons un systeme linéaire homogene a m équations et n inconnues :

apixy+aymXm = 0
=
apiX1 -+ apmx, = 0.
Posons alors U = {¢y,...,¢,} avec
Vi=1,...,n, @i(x1,....%,) =a1x1 - + Qi mXp.

Alors U° est I’ensemble Sol(.#) des solutions de .~
Remarque 1. On peut aussi considérer la partie orthogonale a X C E qui est par définition
X={pec'E/VxeX, ¢x)=0}={@p€’E, X Ckergp}C'E

Les énoncés concernant 1I’opération U +— U° ont souvent des analogues pour I’opération
X — °X. Mais ces derniers sont habituellement plus faciles a démontrer.
2. On dit aussi que U C 'E et X C E sont orthogonaux, et on écrira U o X si nécessaire, si

VoeU¥xeX, ¢x)=0.

Autrement dit, on a
UoX=UC°X&XCU”.

Exemple Si on identifie K" et ‘K" comme ci-dessus, on voit que (xj,...,x,) et (yi,...,y,) sont
orthogonaux si et seulement si x;y; + - - - +x,y, = 0. On retrouve ainsi la notion classique de produit
scalaire (on y reviendra plus tard).

Proposition 2.5.2 Soit E un espace vectoriel.
1. SiU C'E, alors U° est un sous-espace vectoriel de E et U C °(U°).
2. SiU;,U, C'E, alors
(a) U1CU2$U20CUIOCt
b) (U1 Ul,)° = UNUS.

Démonstration. 1. Soientx,y € U° eta,b € K. Si ¢ € U, on a par linéarité

@(ax+by) = ap(x) +be(y) =0

et donc ax+ by € U°. Comme 0 € U°, cela montre que U° est un sous-espace vectoriel. De
plus six € U et ¢ € U°, alors ¢(x) = 0 par définition, et cela prouve que U C °(U°).
2. (a) Donnons nous x € Uy. Soit ¢ € U;. Si on suppose que Uy C U, on a aussi ¢ € U, et
donc ¢@(x) = 0. Cela montre que x € U;.
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(b) En appliquant ce dernier résultats aux inclusions Uy,U,; C Uy UU,, on obtient immédia-
tement 1’inclusion (U; UU,)° C Uy NU5. Inversement, donnons nous x € Uy NU5. Si
@ € U UU,, on a soit ¢ € U, et alors nécessairement, ¢(x) =0 car x € Uy, ou alors
¢ € U, et on obtient la méme conclusion. On voit donc que x € (U; UU,)° comme
annoncé. |

Remarque On démontre de la méme maniere que
1. SiX C E, alors °X est un sous-espace vectoriel de 'E et X C (°X)°.
2. Si X,X, C E, alors
(@) X1 CXp=°X, C°X et
(b) °(X1UX2) =°X1N°X,.

En fait, pour cette variante de 1’orthogonalité, on peut démontrer quelques propriétés de plus
comme nous I’allons voir maintenant.

Proposition 2.5.3 Si E est un espace vectoriel, on a °E = {Oig} et °{0g } ='E.

Démonstration. Pour la premiere assertion, on voit que
QE°ESVXxEE, p(x)=0< ¢ =0.

En ce qui concerne la seconde, il suffit de rappeler que si ¢ € 'E, alors ¢ est linéaire si bien que
©(0) =0. On a donc ¢ € °{0}. [ ]

Proposition 2.5.4 Siu: E — F est une application linéaire, on a

°imu = ker’u.

Démonstration. Nous avons tout simplement la suite d’équivalences

v E€imu<sVy eimu, y(y)=0
S VWxeE, yu(x)=0

S you=0
< 'u(y)=0
& y € ker'u. [ |

Corollaire 2.5.5 Siu: E — F est une application linéaire surjective, alors u est injective.

Démonstration. En effet, si imu = F, alors ker’u = °F = {0} grice a la proposition 2.5.3. [

Corollaire 2.5.6 Sit: F — E est I’inclusion d’un sous-espace vectoriel, on a

°F =ker'1.

Démonstration. [ |
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Quotient

On rappelle qu’on utilise la notation de Minkowski si bien que, si F* est un sous-espace vectoriel
d’un espace vectoriel E, alors
x+F:={x+y, yeF}

désigne le sous-espace affine parallele a F et passant par I’ extrémité de x (faire un dessin), c’est a
dire le translaté de F par x.

Lemme 2.6.1 Soient F' un sous-espace vectoriel d’un espace vectoriel E et x;,x, € E. On a
alors
x1+F=x+F & x—x €F.

Démonstration. Si x; +F = xp + F, alors il existe y € F tel que x; +y = x, + 0 et on a donc
x> —x; =y € F. Réciproquement, si on suppose que y :=xp —x; € Fetsiz€ F,ona

x+z=x1+(y+z) €xi+F,

si bien que xp + F C x; + F et I’autre inclusion s’obtient par symétrie. |

Définition 2.6.2 Si F est un sous-espace vectoriel d’un espace vectoriel E, le quotient de E par
F est’ensemble
E/F :={x+F, xcE}

de tous les sous-espaces affines paralleles a F.

Remarque On définit plus généralement le quotient d’un ensemble par une relation d’équivalence
(hors programme). Dans notre cas, la relation serait x; = x, < x; —x; € F.

Proposition 2.6.3 Si F est un sous-espace vectoriel d’un espace vectoriel E, alors il existe une
unique structure d’espace vectoriel sur E/F telle que la projection (ou application quotient)

E—" S E/F

XI—>X+F.

soit linéaire. Celle-ci est surjective et on akermw = F.

Démonstration. Par définition, on doit avoir
Vx,y€E, (x+F)+(y+F)=(x+y)+F

et
VxeENa€eK, a(x+F)=ax+F

(attention : la seconde formule n’est pas tout a fait compatible avec la notation de Minkowski qui
donnerait ax + aF’). On vérifie immédiatement qu’on obtient ainsi un espace vectoriel, que 7 est
linéaire et que ker T = F (exercice).

Il faut tout de méme s’assurer que les lois sont bien définies. Montrons le pour la seconde,
I’argument étant le méme dans les deux cas (exercice). On suppose donc que x; + F = xp + F et on
doit montrer que ax; + F = ax, + F. Grace au lemme 2.6.1, il suffit de remarquer que si x; —x; € F,
alors ax; —ax; =a(x; —x1) € F. [ |

Remarque 1. Nous avons donc Og/p (=0 +F) =F.



2.6 Quotient 45

2. Cette proposition montre que tout sous-espace vectoriel est le noyau d’une application linéaire
(on connaissait déja la réciproque).

3. Notons que E/E = {E} = {Ogg } est 'espace nul et que E/{Og } = {{x},x € E} ~ E peut
facilement étre identifié¢ avec E.

4. Lorsque I’espace F est fixé, on écrira parfois X := x+ F. Dans ce cas, les lois sont donc
données par X+y = x+y et ax = ax. Comme F = ker 7 et que 7(x) =X, aura

xeF<x=0.

5. Siau lieu de travailler sur K, nous travaillons sur Z, nous obtenons la notion de guotient d’un
groupe abélien par un sous-groupe, par exemple Z /nZ.

6. Attention : on peut généraliser la notion de quotient au cas des groupes qui ne sont pas
nécessairement commutatifs (on utilise alors la notation multiplicative) mais il faut alors
faire attention aux classes a droites et aux classes a gauche. En particulier, le quotient ne sera
lui méme un groupe que si le sous-groupe est distingué.

7. Sil estunidéal (c’est a dire un sous-module) d’un anneau commutatif, alors il existe en fait
une unique structure d’anneau sur A /I qui fait de la projection un morphisme d’anneaux. Par
exemple, cela fait de Z/nZ ou de K[T']/(P) un anneau et pas seulement un groupe abélien.

Nous pouvons énoncer la propriété universelle du quotient :

Théoreme 2.6.4 Soient F un sous-espace vectoriel d’un espace vectoriel E et 7 : E — E/F
la projection. Alors, pour une application linéaire u : E — E’, les conditions suivantes sont
équivalentes :

1. F Ckeru,

2. il existe une application i : E/F — E' telle que u = o 7.
Celle ci est alors unique et linéaire et on a keru = keru/F :

FC ker u¢ E “ E’
LT
keru/F——E/F

Démonstration. L'unicité est immédiate et u sera donné par la formule %(x) = u(x). La linéarité de
u résulte alors de celle de u et on aura bien stir F C keru et keru = keru/F (exercice).

Il reste a s’assurer que I’application est bien définie lorsque F' C keru. Or, si X] = Xy, le lemme
2.6.1 nous dit que x, —x; € F C keru et on aura donc u(x —x;) = 0 si bien que u(x;) = u(xz). W

Corollaire 2.6.5 — Théoréme de Noether. Siu: E — E’ est une application linéaire, alors

E/keru ~imu.

Démonstration. C’est le cas F = keru du théoréme. On aura donc ker# = {0} si bien que % est
injective. D’autre part, on a im#z = imu car la projection E — E /F est surjective. |

Exemple 1. Considérons K comme contenu dans K" en identifiant
(X1, yXm) > (x1,..,Xm,0,...,0)
(penser au plan horizontal dans I’espace) et K"~ comme contenu dans K" en identifiant

(xla te 7xnfm) A (07 s ao,xla' .. ,xnfm)
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(penser a la droite verticale). On a alors un isomorphisme

~

TN

anm( Kn Kn/Km

(on associerait donc a un point de la droite verticale le plan horizontal passant par ce point).
On remarquera 1’analogie entre cet isomorphisme et la formule "~ = ¢" /™.

2. Rappelons que si P € K[T], alors on désigne par (P) I’ensemble des multiples de P (c’est un
idéal et donc un espace vectoriel). Si deg P = d, on dispose d’un isomorphisme d’espaces
vectoriels

R R+ (P),

la réciproque étant donné par le reste dans la division euclidienne par P.

Remarque 1. Il suit qu’un sous-espace vectoriel H d’un espace vectoriel E est un hyperplan si
et seulement si £/H ~ K.

2. Comme nous I’avons déja dit, on peut travailler avec des groupes abéliens par exemple, a
la place des espaces vectoriels. Si on applique le théoréme de Noether au morphisme de
groupes abéliens R — C*, 0 — ¢, on obtient un isomorphisme R /27Z ~ S (le cercle) dont
I’inverse est exactement 1’ application qui associe son argument & un nombre complexe de
module 1.

Proposition 2.6.6 Si F est un sous-espace vectoriel de E, alors

"(E/F) ~°F.

Démonstration. Comme la projection 7w : E — E/F est une application linéaire surjective, il résulte
du corollaire 2.5.5 que I’on dispose d’une application linéaire injective ‘7 : '(E/F) < 'E. Eton a

veim'ne IYe(E/F), yv="n(y)
< JYeE/F—-K, y=yon
& F Ckery
S yYye’F

(en appliquant le théoreme a y). |

Proposition 2.6.7 Soient u : E — F une application linéaire et E/ C E, F' C F des sous-espaces
tels que u(E") C F’. 1l existe alors des applications linéaires (uniques) u’' : E' — F' etu” : E/E' —
F/F' telles que /(x) = u(x) six € E' et u”"(X) = u(x) six € E :

E“——>E—>E/E

F'——F—=F/F'.
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Démonstration. L unicité est claire dans les deux cas et I’existence de #’ est immédiate. Pour
obtenir ”, on applique le théoréme a I’application composée

E—F—F/F, x—u).

11 faut montrer que son noyau contient £’ mais si x € E’, on a u(x) € F’ et donc u(x) = 0. [

Remarque On peut montrer les résultats suivants (lemme du serpent) :
1. uinjective = u’ injective,

./, u” injectives = u injective,

u injective et u’ surjective = u” injective

u” injective et u surjective = u’ surjective

u',u" surjectives = u surjective
6. u surjective = u” surjective.

On voit en particulier que si #’ et u” sont bijectives, alors u aussi.

D

Exemple 1. Considérons la situation suivante
Km’ C K™ K" / Km/ =~ Kmfm'
Kn/(_) K' — Kn/Kn’ = ann"
On dispose alors des matrices A, A’ et A” de u, u’ et u”” (en utilisant I’identification de droite

pour u”) et on a
A %
=00

qui est une matrice triangulaire par blocs. Si A’ et A” sont des matrices inversibles, alors
A aussi comme conséquence de la remarque (nous verrons plus tard que la réciproque est
vraie).

2. Par récurrence, on voit qu’une matrice triangulaire

al * *
0

ST
0 0 a,

est inversible si (et seulement si) ay,...,a, # 0.
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2.7 Exercices

Exercice 2.1 Montrer que I’ensemble /.(R) des suites réelles bornées est un sous-espace
vectoriel de RN et que I’ensemble %'(1,R) des fonctions continues sur un intervalle / 2 valeur
dans R est un sous-espace vectoriel de .# (I, R).

Exercice 2.2 Dire dans chaque cas si ces fonctions forment un sous-espace vectoriel de I’espace
Z (R) des applications de R dans lui méme.

1. Les fonctions dérivables.

2. Les fonctions paires.

3. Les fonctions croissantes.

4. Les fonctions monotones.

| Exercice 2.3 Démontrer les propositions 2.1.3 et 2.2.1.
| Exercice 2.4 Démontrer les propositions 2.3.5 et 2.3.6.

Exercice 2.5 : Montrer qu’un espace vectoriel E est une droite (c’est a dire, isomorphe a K) si
et seulement si £ a exactement deux sous-espaces vectoriels.

Exercice 2.6 Montrer que si E est un espace vectoriel, alors 1’application d’évaluation
L(K,E)——E

ur———u(l)

est un isomorphisme dont on déterminera I’inverse. En déduire un isomorphisme M, (K) ~ K"
que I’on explicitera.

Exercice 2.7 Montrer (en calculant le second membre) que si on pose 1; := (1,0,0), 1, :=
(0,1,0) et 13 :=(0,0,1),0n a

(x,y,2) =x11 +ylp + z13.
Généraliser.
| Exercice 2.8 Montrer que si u € L(K™,K") et v € L(K!,K™), alors [uov] = [u][].
Exercice 2.9 1. Montrer que si ¢ € 'K", on a
¢=0L)p1+-+@(Ly)pn
ou les p; désignent les projections sur les axes. En déduire un isomorphisme entre K" et
tpn
2. hl/foﬁtrer que pour tout i € N, ’application « i-eéme coefficient »

pi K[T] =K, chTj — C
J

est une forme linéaire sur K[T']. En déduire un isomorphisme entre KN et 'K |[T.

Exercice 2.10 Montrer que si A est la matrice d’une application linéaire u : K™ — K" (dans les
bases usuelles), alors la matrice du dual de u est la transposée de A (en identifiant K" et K™ avec
leurs espaces duaux comme ci-dessus).
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Exercice 2.11 On se donne pour tout i = 1,...,n, une forme linéaire

Qi :==aj1p1+- -+ aimPm

sur K™ et on pose U := {¢y,...,¢,}. Montrer que I’orthogonal U° de U est I’ensemble des
solutions du systeme linéaire homogene

ay Xy +--ay mx; =0
S = :

Ap X1+ Ay Xy = 0.

Exercice 2.12 On désigne par I Iidéal principal de K[T] engendré par T¢. Montrer que
pcleVi>d e(T) =0.
En déduire un isomorphisme entre K¢ et °/.

Exercice 2.13 Montrer que le noyau de la forme linéaire ¢ : R — R, (x,y) — x —y est la
diagonale A := {(t,¢),t € R} C R*}. En déduire un isomorphisme R?/A ~ R. Interprétation
géométrique.

sous-espace de K" en identifiant (x1,...,x,) et (x1,...,%,,0,...,0)).

Exercice 2.15 On rappelle que les multiples d’un polynéme P forment un sous-espace vectoriel
F de I’espace E de tous les polyndmes sur K. Montrer que E /F est isomorphe a I’espace E, des
polyndémes de degré strictement plus petit que n = deg P.

Exercice 2.16 On rappelle qu’une suite (x,),en € QN tend vers 0 si
Ve >0,IN €N, |x,| <&
et qu’elle de de Cauchy si
Ve > 0,IN € N,Vm,n > N, |x, — x| < €.

Montrer que les suites de Cauchy forment un sous-espace vectoriel A de I’espace de toutes les
suites et que les suites qui tendent vers 0 forment un sous-espace vectoriel / de A. Etablir un
isomorphisme A /I ~ R (c’est méme un isomorphisme d’anneaux).

Exercice 2.17 Soit F un sous-espace vectoriel d’un espace vectoriel E. Etablir une bijection
entre ’ensemble de tous les sous-espaces vectoriels de E /F et celui des sous-espaces vectoriels
de E contenant F'.

I Exercice 2.14 Etablir un isomorphisme K"~ ~ K" /K™ lorsque m < n (on voit K" comme

Exercice 2.18 Montrer qu’un sous-espace vectoriel H d’un espace vectoriel E est un hyperplan
si et seulement si E/H est une droite, si et seulement si H est maximum parmi les sous-espaces
vectoriels de E distinct de E.

Exercice 2.19 Soient u : E — F une application linéaire, E' C E, F' C F des sous-espaces tels
que u(E'"YCF'etu' : E' — F' etu” : E/E' — F /F' les applications induites. Montrer que

1. u injective (resp. surjective) = u’ injective (resp. u” surjective),

2. u',u" injectives (resp. surjectives) = u injective (resp. surjective).






On fixe toujours un corps des scalaires K.

Remarque Tout ce qui précéde le théoreme de la base incompléte (section 3.4) est encore valable
pour des A-modules ol A est un anneau quelconque, et en particulier pour des groupes abéliens (cas
A = Z). Par contre, ce qui suit ’énoncé de ce théoréme est faux sur un anneau quelconque, méme
si on se limite aux modules libres (c’est a dire qui admettent une base) sur un anneau commutatif.

3.1 Somme directe (externe)
Définition 3.1.1 Soit (Ej)ses une famille d’espaces vectoriels. Alors, le support de x :=
(xs)ses € [Lses Es est
supp(x) = {s € S / x; # 0}.

La somme directe (externe) de la famille est

PE = {x/ [supp(x)| < +oo} C []Es.

seS seS

Lorsque tous les E, sont égaux 2 un méme espace E, on écrira E(S).

Remarque 1. On dit aussi que les éléments de P ¢ E; sont les familles presque toujours
nulles (c’est a dire toujours sauf un nombre fini).
2. Lorsque S est fini, il n’y a pas de différence entre somme directe (externe) et produit :

Ei®---FE,=FE| x---xE,.

On utilise alors plutot la notation du produit, réservant la notation de somme directe pour les
sommes directes internes (voir plus bas). Mais ce n’est pas le cas en général.
3. Si E est un espace vectoriel et X est un ensemble quelconque, on peut considérer le support
de f
supp(f) = {x € X / f(x) # 0},
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et I’ensemble
FH(X,E)={f:X = E / [supp(f)| < +oo}

des applications a support fini ( ¢’est a dire presque toujours nulles). On a bien stir F#¢(X,E) ~
EX),

Lemme 3.1.2 Six,y € [L,es Es, alors

supp(x+y) C supp(x) Usupp(y)

etsix € [[jesEs eta € K, alors
supp(ax) C supp(x).

Démonstration. On écrit x := (xg)es ety := (Vs)ses- Sixy = ys =0, alors x; + y; = 0 et la premiére
assertion en découle. La seconde se démontre de la méme maniere (exercice). |

Proposition 3.1.3 Si (Ej)ses est une famille d’espaces vectoriels, alors @,cgEs est un sous-
espace vectoriel de [[;c¢ Es.

Démonstration. Résulte immédiatement du lemme 3.1.2 (exercice). [ |

Remarque 1. Si E := esEy, on dispose encore de projections (composée de 1’inclusion et
des projections habituelles), que I’on notera toujours

ps:E—Ejs,

et qui sont linéaires.
2. Si E est un espace vectoriel et X est un ensemble quelconque, alors .Z¢(X,E) est un sous-
espace vectoriel de .7 (X, E) et les applications d’évaluation

P FH(X,E) = E, f— f(x)
sont linéaires.

De méme que les projections sont associées aux produits, ce sont les injections qui sont liées
aux sommes directes :

Proposition 3.1.4 Si E := G4esE;, alors il existe pour tout s € S une unique application (linéaire
injective) i : E; — E telle que pour tout ¢ € S, on ait

g sis=r
ISt = 0 sinon.

On aura alors
Z isops=Idg.

seS

Démonstration. La propriété universelle du produit nous dit qu’il existe une telle application i, a
valeurs dans le produit, et il faut juste s’assurer qu’on tombe dans la somme directe. Or, si x; € Ej,
on aura supp(is(xs)) = {s} qui est bien fini.

Pour démontrer la derniére assertion, il suffit de remarquer que pour tout ¢ € S, on a bien, pour
x€eE,

Dr <Z(is OPS)(X)> = Z(pt oiyo py)(x) = pi(x).

seS seS

En effet, il suit alors que Y cs(is 0 ps)(x) = x. [



3.1 Somme directe (externe) 53

Remarque Comme toujours, nous en déduisons que si E est un espace vectoriel et X un ensemble
quelconque, alors il existe pour tout x € X une unique application (injective)

iy E— ﬂf(X,E)

telle que

. Id six=
vxy €X, pyozx:{ 0 sinony

Exemple 1. Si E| et E> sont deux espaces vectoriels et E := E| X Ej, on dispose du diagramme

i P2
El=—=E=—=E 3.1)
p1 i

avec
i1(x1) = (x1,0), pi(x1,x)=x1, i) =(0,x2) et pa(x;,x2)=(x1,%2),
et des formules
proii=1d, proir=1d, pioir =0, proii1=0 et ijop;+iropr=1d. (3.2)

2. Réciproquement, si on se donne un diagramme (3.1) satisfaisant les conditions (3.2), alors
on a un isomorphisme

E| xEy —= E

(x1 7X2) 1 (xl) + i2()€2)

x<——(p1(x), p2(x))

3. Si on se donne un ensemble S, on peut considérer les différentes inclusion i, : K — K'S) pour
s € S.0n pose alors 1, :=is(1) € K si bien que pour tout a € K, is(a) = aly. On aura donc

(as)xeS = Z agls.

seS

4. Alternativement, si on se donne un ensemble X, on peut considérer dans .%¢(X,K) les
applications indicatrices (notées de la méme fagon)

1 six=
vx,y € X, 1x(y):{ 0 sinony

et on aura toujours f =Y oy f(x)1,.

On passe maintenant a la propriété universelle des sommes directes.

Proposition 3.1.5 Si on se donne pour pour tout s € S, une application linéaire u, : E; — F,
alors il existe une unique application linéaire u : GcsE; — F telle que pour tout s € S, on ait
Ug = U0 :
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Démonstration. On aura nécessairement

u(x) =u (ZiS(xS)> = Z(“OiS)(XS) = Z”s(xs)v

seS ses seS

d’ou I'unicité. Et on vérifie que I’application ainsi définie répond bien a la question (exercice). W

Remarque 1. Dans la situation ci-dessus, on dit parfois que les applications i sont les in-
Jections et que les ug sont les applications partielles (a [’origine). Une application linéaire
définie sur une somme directe est déterminée par ses applications partielles.

2. Les injections sont donc les applications partielles correspondant au cas u = Id.
3. Par un calcul direct, ou en utilisant la propriété universelle, on montre facilement que si E, F'
et G sont trois espaces vectoriels, on a
(a) E X F ~ F x E (commutativité),
(b) (EXF)xG~E x(F xG) (associativité),
(c) E x {0} ~ FE (neutre)
Ceci se généralise a des sommes directes quelconques.
4. Comme conséquence de la propriété universelle, si on se donne une famille d’applications
linéaires u; : E; — Fy, on dispose alors d’une application linéaire

Dsesits : DyesEy — @SESES’ (xs)ses — (us(xs))ses-
C’est 'application induite par [];cg us.

Exemple 1. Dans le cas d’'un nombre fini d’espaces vectoriels Ey, ..., E,, les injections sont
les applications
E,—E| x---XE,, x,-r—>(0,...,0,x,-,0...,0),

et les applications partielles associées a u : E; X --- X E,, — F sont les applications
u; . Ej— F,x; — M(O,. ..,0,x;,0... ,0)

On adonc u(xy,...,x,) = uy(x1) + y(x).
2. Il revient au mé&me de se donner les applications partielles u; : Ey — F et up : E; — F ou
bien I’application globale u : E} X E; — F :

On termine avec la propriété universelle de K :

Corollaire 3.1.6 Si on se donne un ensemble § et une application f : S — E ou E est un espace
vectoriel, il existe une unique application linéaire f : K) — E telle que, pour tout s € S, on ait

f15)=f(s):
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Démonstration. On doit avoir

]?((as)seS) = f (Z axls) = Zasf(ls) = Zasf(s)-

seS seS seS

En particulier, les applications partielles doivent €tre données par

fs:K—E, aw— af(s)

qui sont bien linéaires.

3.2 Somme directe interne

de E. Alors,

Y s Es de ’application

Proposition 3.2.1 Soient E un espace vectoriel et (Ej)scs une famille de sous-espaces vectoriels

1. Il existe un plus grand sous-espace vectoriel de E contenu dans tous les Eg, c’est NyesEs.
2. 1l existe un plus petit sous-espace vectoriel de E contenant tous les E;, c’est 'image

DsesEs — E, (xs)seS = sz' (3.3)
seS
Démonstration. 1. 1I suffit de montrer que NgcsE; est un sous-espace vectoriel, ce qui est

immédiat (exercice).

2. On se donne un sous-espace vectoriel F C E qui contient tous les E. Par construction,

I’application

@Es — F7 (XS)SGS = sz
sES

a mé&me image que celle de la proposition, qui est donc contenue dans F. Et nous savons que

cette image est un sous-espace vectoriel.

Remarque 1. Plus grand (resp. plus petit) signifie que tous les autres sont contenus dedans

(resp. le contiennent).

2. L’existence de I’application (3.3) résulte de la propriété universelle de la somme directe (et

de méme dans la démonstration).
3. Par définition, la somme des sous-espaces est donc

Y E= {sz, xSEES}.

seS finie

4. Dans le cas d’un nombre fini de sous-espaces, on écrira
Ei+---+E :{X1+"-+xn, x,‘EEi}.

5. Attention : une union de sous-espaces vectoriels n’en est pas un en général !

Proposition 3.2.2 Si F et G sont deux sous-espaces vectoriels de E, I’application composée

i T
G—E »EJF
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induit un isomorphisme
G/(FNG)~(F+G)/F.

Démonstration. Cela résulte du théoréme de Noether. Vérifions que cette application a pour noyau
F NG et pour image (F + G)/F. Clairement, si x € G, on aura X = 0 si et seulement si x € F, ce
qui signifie que x € F N G. De méme, si y € E, on pourra écrire y = X avec x € G si et seulement si
y—x€F,cequiveutdirequey € F+G. |

Remarque 1. Cette proposition est habituellement appelée second théoréme d’isomorphie de
Noether.
2. Il y en a un troisieéme qui stipule que 1’on a toujours E/F ~ (E/G)/(F/G) siG CF CE
sont des sous-espaces vectoriels.

Définition 3.2.3 Si I’application (3.3) est bijective, on dit (E;)scs est une famille de sous-espace
vectoriels supplémentaires dans E (ou que E est somme directe interne de la famille).

Remarque 1. Cela signifie donc que tout élément de E s’écrit de manieére unique comme
somme finie d’éléments de E;.
2. L’application (3.3) étant linéaire, on obtient alors un isomorphisme ®gcsEs ~ E.
3. Pour mémoriser la différence entre somme directe externe et interne, on peut noter que R? est
somme directe externe de R par lui méme (R2=R®R): c’est une opération. Par contre R2
est somme directe interne de 1’axe des x par I’axe des y ( R? ~ Ox® Oy) : c’est une propriété.

Proposition 3.2.4 Soient E un espace vectoriel et (E)ses une famille de sous-espaces vectoriels
de E. Alors, les conditions suivantes sont équivalentes :
1. Les sous-espaces sont supplémentaires (c’est a dire PesEs ~ E).
2. (a) LyesEs =E,
(b) Vse€S, EsNY,.E ={0}.

Démonstration. Bien siir la premiere condition n’est autre que la surjectivité de 1’application (3.3),
que nous désignerons ici par P, et il suffit donc de montrer que 1’autre correspond a I’injectivité.
Supposons qu’elle est satisfaite et prenons un (x;)scs € ker®. On a donc Y gx; = 0 si bien que
pour tout s € S, on a
Xy = — Zx, cE; QZE, = {0}.
t#s t#s

Inversement, si on fixe s et qu'on prend x € Es N Y, E;, on pose x; := —x € E; et on écrit
x=:Y,2,% avec x; € E; pour t # 5. Cela définit un élément (x;) € @;esE; et on a D((x;)ses) =0
par construction. Donc si on suppose @ injective, on voit que pour tout # € S, on a x, =0 et en
particulier, x = —x; = 0. [ |

Remarque 1. Comme cas particulier, on voit que si E] et E> sont deux sous-espaces vectoriels

de E,ona
E\+E,=E

Ei©E 2E<:>{ ENE,= {0}

2. Attention, la seconde condition n’est pas aussi simple en général : il ne suffit pas que
Ei+E+E3s=FE et ENE,=E,NE;=E NE3;= {O}

pour avoir E; G E, B E3 ~ E.
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3. A nouveau, si E; et E sont deux sous-espaces vectoriels de E et si on désigne par i} : E; < E
et ip : Ey — E les applications d’inclusion, on voit que E| & E> ~ E si et seulement si il
existe p; : E — E) et pp : E — E) telles que

proip=Id, proir=1Id, pjoir =0, proi;=0 et ijop;+irop,=1d.

4. Lassociativité de la somme directe externe permet de construire les sommes directes finies
internes par récurrence : si Ey,. .., E, sont des sous-espaces vectoriels de E et qu’on pose
F=E +---+E,_,alors

E1®---QE,_1~F

El@...@En:E@){ F&E, ~E.

Proposition 3.2.5 Deux sous-espaces vectoriels F' et G sont supplémentaires dans E si et
seulement si 1’application composée

GLELEIF

est bijective.

Démonstration. Le second théoreme d’isomorphie de Noether nous dit que cette application
est bijective si et seulement si F NG = {0} et (F + G)/F = E/F. Cette derniére condition est
équivalente a F'+ G = E. Les détails sont laissés en exercice. |

Exemple 1. Si on voit K™ comme contenu dans K" en utilisant les premieres composantes et
K" comme contenu dans K" en utilisant les derni€res, on a une somme directe (interne)

Km @anm ~ Kl’l

(c’est aussi une somme directe externe).
2. Si P est un polyndme de degré d, on a une somme directe interne

K[T] = (P)®K[T]<q
qui exprime la division euclidienne.

Remarque La proposition implique qu’un sous-espace vectoriel H d’un espace vectoriel E est un
hyperplan si et seulement si ¢’est le supplémentaire d’une droite (d’un sous-espace isomorphe a K).
Ce résultat nécessite que K soit un corps il est faux pour les A-modules en général.

Définition 3.2.6 Soit E un espace vectoriel.
1. Ondit que p € L(E) est une projection (ou un projecteur) si po p = p.
2. Ondit que s € L(E) est une symétrie si sos = Idg.

Proposition 3.2.7 Soient E un espace vectoriel et p € L(E).
1. Si p est une projection, alors
E ~kerp@imp.

2. p est une projection si et seulement si g := Idg — p est une projection et on a alors

kerp =img et kerg=imp.
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Démonstration. Exercice. [ |

Proposition 3.2.8 (Car(K) # 2) Soient E un espace vectoriel et s € L(E).
1. Si s est une symétrie, alors

E ~ker(s —1Idg) @ ker(s+1dg).

2. s est une symétrie si et seulement si p := % est une projection.

Démonstration. Exercice. [ |

Remarque Réciproquement, si on se donne une décomposition en somme directe £ = E; @ E»,
on peut lui associer deux projections p; et p, de maniere évidente, et donc aussi deux symétries
s; = 2p; —Idg pour i = 1,2 (faire un dessin).

Base

Proposition 3.3.1 Si X est une partie d’un espace vectoriel E, il existe un plus petit sous-espace
vectoriel Vect(X) de E contenant X.

Démonstration. Découle formellement de la proposition 3.2.1 : Vect(X) est I’intersection de tous
les sous-espaces vectoriels contenant X. |

Définition 3.3.2 Si X est une partie d’un espace vectoriel E, alors Vect(X) est le sous-espace
vectoriel de E engendré par X.

Remarque Cette démarche est trés générale et on peut définir de méme le sous-monoide ou le
sous groupe engendré par une partie (bien sfir, ca fonctionne aussi pour la notion de module et en
particulier celle d’idéal). Par exemple, un idéal principal est un idéal engendré par un seul élément.

Proposition 3.3.3 Si X est une partie d’un espace vectoriel E, alors Vect(X) est I'image de
I’application

K¥ S E, (a)wex— Y ax. (3.4)

xeX

Démonstration. Quasiment identique a la démonstration de la seconde assertion de la proposition
3.2.1 (exercice). |

Exemple 1. Ona Vect(0) = {0}, Vect({x}) = Kx := {ax,a € K} et Vect(E) =E.
2. En général, on a Vect(X) = ¥,y Kx et donc

Vect({x1,...,x,}) = Kx; + - + Kxp,.

Remarque 1. En général, on aura

finie

Vect(X) = {Zaxx, xeX,axeK}.

2. L’opérateur Vect est un opérateur de cloture :
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(a) SiX C E, alors X C Vect(X),
(b) SiX; C X, CE,alors Vect(X;) C Vect(X3),
(c) SiX C E, alors Vect(Vect(X)) = Vect(X).
3. Si (X;)ses est une famille de parties de E, alors
Vect(UsesXs) = ZVect(Xs).

seS
4. On a toujours Vect(U)° = U° et °Vect(X) = °X.
11 est parfois nécessaire de travailler avec des familles plutot que des ensembles :
Définition 3.3.4 Le sous-espace vectoriel engendré par une famille (x,)es € ES est 1'image

Vect((x;)ses) de I’application

KO S E, (a,)ses— Y asxs. (3.5)

seS

Proposition 3.3.5 Si u: E — F est une application linéaire et X C E, alors Vect(u(X)) =
u(Vect(X)).

Démonstration. On considere I’application composée KX) — E — F et on utilise la transitivité de
I’image (il vaut mieux travailler avec des familles ici). |

Exemple Les colonnes d’une matrice A engendrent imA : en effet, ce sont les images des vecteurs
de la base usuelle (voir plus bas).

Définition 3.3.6 Une partie X d’un espace vectoriel E est une partie libre (resp. partie généra-
trice, resp. une base) si I’application (3.4) est injective (resp. surjective, resp. bijective). On dit
que X est liée si elle n’est pas libre.

Remarque Notons ® 1’application (3.4) si bien que @ ((ay)rex) = Yxex dxX.
1. Rappelons que I’existence de I’application ® résulte du corollaire 3.1.6 (propriété univer-
selle).
2. De maniere moins formelle, on voit que
(a) X est libre lorsque ker® = {0}, c’est a dire

Zaxx:OéVxeX,ax:O.

xeX
(b) X est génératrice lorsque im® = E, c’est a dire

VyeE, y=) ax aveca,cKk.
xeX
(c) X est une base lorsque P est bijective, c’est a dire
VyeE, y= Z a.x avec a, € K uniques.
xeX

L application réciproque est donc celle qui envoie un vecteur sur ses composantes dans
la base B.
3. X est liée s’il existe un nombre fini d’éléments non tous nuls a, € K tels que ) ¢y ax = 0.
De maniere équivalente, un des vecteurs est combinaison linéaire des autres : x =Y |, ayy
(faux sur un anneau quelconque).

Ici encore, on aura parfois besoin de travailler avec des familles plut6t que des ensembles.
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Définition 3.3.7 Soit E un espace vectoriel.
1. Une famille (x,)ses € ES est une famille libre (resp. famille génératrice, resp. une base
ordonnée) si I’application (3.5) est injective (resp. surjective, resp. bijective). On dit que
X est famille liée si elle n’est pas libre.
2. Des vecteurs xy, . ..,x, sont linéairement indépendants si la famille (xj,...,x,) est libre.
Sinon, on dit linéairement dépendants.

Exemple 1. Si E est un espace vectoriel, alors 0 est libre et E est générateur.
2. L’espace nul {0} a pour base 0 et ’espace K a pour base 1, ou plus généralement n’importe

quela € K*.
3. La base canonique de I’espace K" est {1;,...,1,}.
4. Plus généralement, les familles 1; dont la seule entrée non nulle est en s, ou elle vaut 1,

forment la base canonique, de 1’espace K'S).
On ne sait pas écrire de base de KN,
Les projections p; : K" — K forment la base canonique de 'K".
Les vecteurs {1, p11,-..,1,} forment la base canonique de K" /K™.
Les matrices 1; ;, dont les entrées sont toutes nulle sauf en (i, j) ou elles valent 1, forment la
base canonique de M, (K).
9. Les polynomes T¢, pour d € N forment la base canonique de K[T] et les T%, pour d < n
forment la base canonique de I’espace K[T'|<, des polyndmes de degré au plus n.
10. Soit & un ensemble de polyndmes. Alors,
(a) s’il existe au plus un P € & de chaque degré, alors & est libre,
(b) s’il existe au moins un P € & de chaque degré, alors &2 est générateur,
(c) s’il existe exactement un P € & de chaque degré, alors & est une base.
11. La base canonique de C (resp. 'C) comme espace vectoriel sur R est {1,i} (resp. {R,3}).
12. Si D est une droite (c’est a dire isomorphe a K), alors la base canonique de L(D) est Idp.

Sl

Proposition 3.3.8 Soit X une partie d’un espace vectoriel E. On a alors
1. Vect(X) = E < X génératrice,
2. X base de Vect(X) < X libre.

Démonstration. Résulte immédiatement de la proposition 3.3.3.
|

Proposition 3.3.9 On se donne un espace vectoriel E et, pour tout s € S, un sous-espace vectoriel
Es C E etune partie X; C E. Les conditions suivantes sont alors équivalentes
1. Les X; sont disjoints deux a deux et X := UscsX; est une base de E,
2. (a) E ~ ®sesE; et
(b) pour tout s € S, X; est une base de E;.

Démonstration. On considere le diagramme commutatif

OsesK™) ——=K

J{ lx)

@SGSES

et on vérifie que les X; sont disjoints deux a deux si et seulement si la fleche du haut est bijective
(exercice). L’ assertion résulte alors immédiatement des définitions (exercice encore). |
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Proposition 3.3.10 Soient E et F deux espace vectoriels et B une base de E. Alors, toute
application f : B — F se prolonge de mani¢re unique en une application linéaire u : E — F. De
plus, on a

1. u injective < u(B) est une famille libre de F,

2. u surjective < u(B) est une partie génératrice de F,

3. u bijective < u(B) est une base de F.

Démonstration. L’ application f : B — F s’étend de manieére unique en une application linéaire
f:K® — F et il suffit de composer avec I’inverse de I’isomorphisme K&) ~ E pour obtenir u.
Toutes les autres assertions sont triviales si on considere f a la place de u (attention, on utilise ici la
notion de famille et pas celle de partie). |

Remarque On peut aussi vérifier que I'on a :
1. Llibre et u injective = u(L) libre,
2. G génératrice et u surjective = u(G) génératrice.

Théoreme d’existence

Théoreme 3.4.1 — de la base incompléte. Soient E un espace vectoriel et L (resp. G) une
partie libre (resp. génératrice) de E. Si L C G, il existe une base B de E telleque L C B C G.

Démonstration. Si {Ly}ses est une famille fotalement ordonnée de parties libres de E telles que
L C Ls C G, alors M := UgesLg est une partie libre de E avec L C M C G (exercice). On peut donc
appliquer le lemme de Zorn qui nous dit qu’il existe une partie libre B de E maximale pour la
propriété L C B C G. Il reste a montrer que B est une partie génératrice. Et pour cela, il suffit de
montrer que G C Vect(B). Or si x € G\ B, on peut considérer X := BU{x} qui est nécessairement
liée par maximalité de B. On peut donc écrire une relation ajx; +---+ayx, +ax=0.Onaa #0
car B est libre et donc 4
X=——x]—— ;"xn € Vect(B). N

Remarque 1. (a) {Ly}ses totalement ordonnée signifie que si s,t € S, alors nécessairement
LiCL;oul, CLs.
(b) M maximal signifie que si X est une partie libre telle que M C X C G, alors X = M.
(c) Le lemme de Zorn dit exactement que si toute famille totalement ordonnée de parties
libres de E telles que L C Ly C G a un élément maximal, alors il existe une partie libre
B de E maximale pour la propriété L C B C G.

2. En théorie des ensembles, le théoréme de la base incomplete est en fait équivalent au lemme
de Zorn qui est lui méme équivalent a 1’axiome du choix (ou méme au théoreme de Tychonov
en topologie) ou plus simplement au théoréme qui dit qu’un produit d’ensembles non vides
est non vide.

3. Le théoreme de la base incompléte est faux pour les A-modules en général : on a utilisé le
fait que si a # 0, alors a est inversible. Un module qui posséde une base est dit libre. Par
exemple, Z/2Z n’est pas un groupe abélien libre.

4. L’existence d’une base est purement théorique et on ne peut pas toujours en exhiber une (cas
de I’espace des suites E = K(N) par exemple).

Corollaire 3.4.2 Soit E un espace vectoriel. Alors,
1. il existe une base B dans E,
2. si L est une partie libre de E, il existe une base B de E avec L C B,
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3. si G est une partie génératrice de E, il existe une base B de E avec B C G. ‘

Démonstration. [ |

Corollaire 3.4.3 Si F est un sous-espace vectoriel de E, il possede un supplémentaire G. ‘

Démonstration. Soit C une base de F. C’est une partie libre et on peut donc la prolonger en une
base B de E et poser G := Vect(B\ C). On utilise alors la proposition 3.3.9. [

Corollaire 3.4.4 Si F C E est un sous-espace vectoriel, alors, toute application linéaire F — E’
se prolonge en une application linéaire E — E’.

Démonstration. u

Dual (suite)

Lemme 3.5.1 Si E,E, C E sont des sous-espaces vectoriels, alors

O(El ﬂEz) =°E; +°E;.

On savait déja que °(E; + E») = °E1 N°E;.

Démonstration. Comme °(E; NE3) est un sous-espace vectoriel qui contient a la fois °E) et °E;,
il contient nécessairement leur somme. Pour la réciproque, on choisit un supplémentaire G pour
E| + E, dans E et un supplémentaire F; pour E; N E, dans E si bien que E ~ F| & E» ® G (faire
un dessin). N’importe quel ¢ € 'E s’écrit alors (de maniére unique) ¢ = @ + ¢, avec ¢; = 0 sur
Fy et ¢, =0 sur E; + G, et on a en fait ¢, € °E,. Si on suppose que ¢ € °(E; NE;), on aura aussi
¢ € °E;. |

Proposition 3.5.2 Si E est un espace vectoriel, 1’application

Fr—°F
{sous-espaces vectoriels de E} — {sous-espaces vectoriels de 'E'}

renverse 1’ordre et échange somme et intersection.

Démonstration. Résulte de la proposition en conjonction avec la remarque suivant la proposition
25.2. .

Proposition 3.5.3 Siu: E — F est une application linéaire, alors

im’u = °keru.

On savait déja que ker'u = °imu.

Démonstration. On montre aisément 1’inclusion (exercice). Réciproquement, si on se donne ¢ €
°keru, on a keru C ker¢. Donc, si on note & : E — E/keru la projection, il existe un unique
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@ : E/keru — K tel que @om = ¢. Si on désigne par v : E/keru ~ imu 1’isomorphisme de
Noether, on peut alors prolonger gov~—! :imu — Keny:F =K :

ﬁ

E/keru ——imu ¥

?
K

On calcule alors
‘u(y)=you=yotovor=gor=¢. W

Corollaire 3.5.4 Siu: E — F est une application injective, alors ‘u surjective. ‘

On savait déja que si u est surjective, alors ‘u est injective.

Démonstration. [ |

Proposition 3.5.5 Si F est un sous-espace d’un espace vectoriel E, alors (°F)° = F. ‘

Démonstration. Seule I’inclusion nécessite une démonstration. On choisit une base de E/F qui est
donnée par un isomorphisme v := K8) ~ E /F. On considere alors, pour s € S fixé, I’application
composée

¢ E—">E/F XKV

qui envoie x sur la composante de X. On sait que F' =kerx et on a
(x)=0a (v'iom(x) =0 VseS, ps(von)(x) =0 Vs €S, (x) =0,

si bien que F = U° avec U = {; }es. Pour conclure, on remarque que 1’on a alors °F =°(U°) DU
si bien que (°F)° CU° =F. [ ]

Remarque Cela implique que I’application F — °F de la proposition 4.4 est injective.

Corollaire 3.5.6 Une partie F' d’un espace vectoriel E est un sous-espace vectoriel si et seule-
ment si ¢’est une intersection d’hyperplans.

Démonstration. [ |

Exemple Tout sous-espace vectoriel de K" est ’ensemble des solutions d’un systéme linéaire
homogene (et réciproquement).

Corollaire 3.5.7 Si E est un espace vectoriel, alors ("E)° = {0 }.

Démonstration. Comme on sait que 'E = °{0g }, il suffit d’appliquer la proposition a F := {0 }.
|
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Corollaire 3.5.8 Si E est un espace vectoriel, alors 1’application canonique E — "E est injective.

Démonstration. On rappelle que cette application canonique est I’application

= (px: @ = (),

etonap,=0Voe'E,p(x) =0 xe€ ('E)° ={0g}. |
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3.6 Exercices

Exercice 3.1 Montrer que si E, F et G sont trois espaces vectoriels, on a
1. E X F ~ F x E (commutativité),
2. (ExF)xG~E x (F x G) (associativité),
3. E x {0} ~ E (neutre)

Exercice 3.2 Montrer que si E| et E; sont des sous-espaces vectoriels de E, alors E1 U E, n’est
pas un sous-espace vectoriel 2 moins que E; C E> ou que E, C Ej.

Exercice 3.3 Montrer qu’on peut avoir E = E| 4 E, + E3, ainsi que
E\NE, =E; NEs=E;NE;={0},
bien que E # E| ® E, © Es.
| Exercice 3.4 Démontrer les propositions 3.2.7 et 3.2.8

Exercice 3.5 1. Montrer que I’application de transposition A — ‘A est une symétrie vecto-
rielle sur M, (K).
2. (Car(K) # 2) En déduire que les matrices symétriques (‘A = A) ainsi que les matrices
antisymétriques (‘A = —A) forment des sous-espaces vectoriel SM,,(K) et AM,,(K) res-
pectivement de M,,(K), et que

M, (K) ~ SM,(K) & AM, (K).

Exercice 3.6 Soient F, P et I les ensembles de toutes les fonctions R — R, des fonctions paires
et des fonctions impaires, respectivement. Montrer que P et I sont des sous-espaces vectoriels
de F et que F ~ P& 1 en exhibant une symétrie de F.

Exercice 3.7 Appliquer la théorie des symétries vectorielles a la conjugaison complexe ¢ sur
C vu comme espace vectoriel sur R.

Exercice 3.8 Montrer que Vect est un opérateur de cloture : on a toujours X C Vect(X) =
Vect(Vect(X)) et si X; C Xa, alors Vect(X;) C Vect(X3).

[ Exercice 3.9 Montrer que I’on a toujours Vect(UsesX;) = Y e Vect(X;).
| Exercice 3.10 Montrer que I’on a toujours Vect(U)° = U° et °Vect(X) = °X.

Exercice 3.11 1. Montrer que si L est une partie libre de E et S C L, alors S est aussi libre.
2. Montrer que si G est une partie génératrice de E et G C S, alors S est aussi une partie
génératrice de E.
3. Montrer que si B et B’ sont deux bases distinctes de E, alors B ¢ B et B ¢ B.

Exercice 3.12 1. Onrappelle que, pour touti = 1,...,n, on pose 1; = (0,...,0,1,0,...,0)
avec 1 a la i-eme place. Montrer que (1i,...,1,) est une base de K".
2. Onrappelle que, pour touti=1,...,n, on pose p;(xi,...,x,) := x;. Montrer que (p1,...,pPn)
est une base de 1’espace des formes linéaires sur K”.
3. Peut-on donner une base de 0? de {0} ? de K ? de KN (réfléchir seulement) ?
4. Donner une base de M, (K).



6 Chapitre 3. Somme directe, base

Exercice 3.13 Donner une base de C comme espace vectoriel sur R, puis de son dual, puis du
quotient C/R.

Exercice 3.14 Si X est un ensemble quelconque, on note 1, : X — K ’'unique application telle
que
1 six=y

L) = { 0 sinon.

Montrer que {1, },ex est une base de .Z¢(X,K) :={f : X — K |supp(f)| < +eo}. Interprétation
en terme de familles.

Exercice 3.15 1. Etablir un isomorphisme entre K(N) et K[T] afin de montrer que {79} jen
est une base de K[T.

2. Soit S un ensemble de polyndmes non nuls. Montrer que si pour tout d € N, il existe au
plus (resp. au moins, resp. exactement) un P € S avec deg P = d, alors S est libre (resp.
générateur, resp. une base).

3. Dire dans chaque cas si la condition nécessaire.

4. Enoncer les résultats analogues pour le sous-espace K [T]<, des polyndmes de degré au
plus n.

qu’il existe exactement

(@ =D(q"—a)(q" =) (¢"—q"")

familles libres de r vecteurs dans K" pour r < n. Combien y a-t-il de bases ordonnées dans K" ?
Explicitez les cas n,g < 3 (un corps a au moins 2 éléments).

Exercice 3.17 Soient By et B, des bases de sous-espace vectoriels E; et E, de E. Montrer que
E = E| @ E; si et seulement si B; UB; est une base de E et B; N B, est une base de {0g}.

Exercice 3.18 Montrer que la famille (v;,v;), avec v := (1,1,1) et v := (1,2,3), est libre et
compléter en une base de R>.

Exercice 3.19 Soient F un sous-espace vectoriel de E et 7 : E — E /F I’application quotient.
1. Montrer que si B est une base de E, il existe L C B et une base D de E/F telle que &
induise une bijection L ~ D.
2. Montrer que si C est une base de F et D une base de E/F, il existe une base B de E tel
que C C B et  induit une bijection B\ C ~ D.

Exercice 3.20 Montrer qu’une application linéaire o : E — F est injective si et seulement si il
existe B : F — E linéaire telle que 8 o o« = Idg. Montrer qu’une application linéaire  : E — F
est surjective si et seulement si il existe o : F — E linéaire telle que o oo = 1dp.

6
| Exercice 3.16 Soit K un corps a g éléments. Combien y a-t-il d’éléments dans K" ? Montrer
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4.1

On fixe toujours un corps de scalaires K.

Remarque On pourra généraliser certaines notions et certains résultats aux modules sur un anneau
mais la plupart des énoncés ne sont valides que sur un corps.

Dimension

Théoreme 4.1.1 Soit E un espace vectoriel. Si L (resp. G) une partie libre (resp. génératrice) de
E, alors card(L) < card(G).

Démonstration. Supposons pour commencer que card(L) = m et card(G) = n sont finis, et écrivons

L=A{xi,....xm} et G={y1,...,yn}

On peut toujours supposer que y; = Xy, ...,y = X, (avec éventuellement r = 0). Supposons r < m
et écrivons x,.1 = ary; + - - - + a,y,. 1l existe nécessairement k > r tel que a; # 0 sinon on aurait

Xrp1 = a@1yr+ - +aryr = a1 xy + - arky,

ce qui est impossible car L est libre. On va remplacer y; par x4 dans G. Plus précisément, on
considere G’ := {y},....,y,} avec

X si 1<i<r+1
Yi=< yiog osi r+l1<i<k
Vi si k<i<n

a; 1
Yk = Z ——yi+ —x,41 € Vect(G)
i#k ag ag
si bien que G C Vect(G') et G’ est donc aussi générateur. On peut alors remplacer G par G, et donc
r par r+ 1, et ainsi de suite jusqu’a arriver a r = m si bien que m < n.
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Si on suppose maintenant que G est fini mais que L est infini, on arrive a une contradiction : en
effet, il suffit de considérer une partie finie de L qui a plus d’éléments que G.

Il reste a traiter le cas ou G est infini. Pour tout x € L, il existe une partie finie Sy C G telle que
x € Vect(Sy). Maintenant, si S est une partie finie de G, on pose Lg := {x € L,S, = S} C Vect(S).
Puisque S et Lg sont finis et que Lg est libre, on a card(Lg < card(S). D’autre part, on a aussi
L = UgLg. On conclut alors par la suite d’inégalités

card(L) < ;card(LS) < ;card(S) = card(G),

la derniere égalité étant toujours vraie pour un ensemble infini. |

Corollaire 4.1.2 Deux bases d’'un méme espace vectoriel E ont méme cardinal.

Démonstration. |
Définition 4.1.3 Soit E un espace vectoriel. Si B est une base de E, alors la dimension de E est
dimE := card(B).

On dit que E est une droite (resp. un plan) si dimE =1 (resp. = 2). Si F est un sous-espace
vectoriel de E, la codimension de F dans E est

codimg (F) = dimE/F.

Exemple 1. On adimK" = n, et en particulier, dimK = 1 et dim{0} = 0. Plus généralement

dimK®) = card(S).

2. Onadim’K" =n, dimK" /K™ = n—m et dimM,,»,,(K) = mn.

3. OnadimK|[T] = card(N) < card(R) = dimKN.

4. Un espace vectoriel est de dimension 7 si et seulement si il est isomorphe a K”. Par exemple,
E est une droite (resp. un plan) si et seulement si il est isomorphe a K (resp. K?). Plus
généralement, dim E = card(S) si et seulement si E ~ K5,

5. On dira que les vecteurs de X C E sont colinéaires (resp. coplanaires) si Vect(X) est contenu
dans une droite (resp. un plan).

Remarque 1. Deux espaces vectoriels sont isomorphes si et seulement si ils ont méme dimen-
sion :
E~F < dimE =dimF

Attention cependant, K[T] et KN, bien que tous deux de dimension infinie, ne sont pas
isomorphes.

2. Un sous-espace vectoriel H de E est un hyperplan si et seulement si codimg(H) = 1.

3. Si A est un anneau, alors un A-module est dit de fype fini (resp. libre de rang fini) s’il existe
une partie génératrice (resp. une base) finie.

4. Lorsque A est commutatif, le corollaire 4.1.2 est toujours valide mais on parle alors de rang
(au lieu de dimension).

On a la conséquence suivante du théoréme 4.1.1 :

Corollaire 4.1.4 Soit E un espace vectoriel.
1. Si L C E est une partie libre, alors card(L) < dimE.
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2. Si G C E est une partie génératrice, alors card(G) > dimE.
3. Si B C E est une base, alors card(B) = dimE.

Démonstration. [ |

Exemple 1. Les vecteurs (2,3,5,7),(3,5,7,11),(5,7,11,13),(7,11,13,17),(11,13,17,19) sont
liés dans R*.
2. Les polyndmes X3 — 1, X> — X et X* — X2 n’engendrent pas R[X]<3.

Proposition 4.1.5 Soient E un espace vectoriel de dimension finie et X C E avec card(X) =
dimE. On a alors
X libre & X base < X generateur.

Démonstration. Grace au théoréme de la base incomplete, si X est libre (resp. générateur), il est
contenu dans (resp. contient) une base B qui a méme nombre d’éléments que X et on a donc X = B
(car ce sont des ensembles finis). . |

Remarque 1. Ce résultat est faux en dimension infinie.
2. Inversement, si card(X) > dimE, alors X est lié et si card(X) < dimE, alors Vect(X) # E
(ces résultats sont encore valides en dimension infinie par contre).

Proposition 4.1.6 Soit u : E — F une application linéaire.
1. (a) Siuestinjective, alors dimE < dimF,
(b) Siu est surjective, alors dimE > dim F,
(c) Si u est bijective, alors dimE = dimF.
2. Si E et F sont de méme dimension finie, on a

u injective < u bijective < u surjective.

Démonstration. 1. Soit B une base de E. On a toujours card(B) > card(u(B)) et on sait que si
u est surjective, alors u(B) est générateur. 11 suit que

dimE = card(B) > card(u(B)) > dim F.

Si u est injective, on a en fait card(B) = card(u(B)) et on sait aussi que u(B) est libre si bien
que
dimE = card(B) = card(u(B)) < dimF.

2. SidimE = dimF, on obtient dans les deux cas une suite d’égalités
dimE = card(B) = card(u(B)) = dimF,
et en dimension finie, on conclut en appliquant la proposition 4.1.5 a u(B). |

Remarque 1. Comme cas particulier important, on voit que si £ un espace vectoriel de dimen-
sion finie et u € L(E), on a la suite d’équivalences de la seconde partie de la proposition
4.1.6.

2. Par contre, ce n’est plus vrai en dimension infinie.
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Corollaire 4.1.7 Soient A,B € M,,(K). SiAB=1, alors A,B € GL,(K),A"' =BetB~! = A.

Démonstration. Soient u,v € L(K") les endomorphismes correspondants & A et B respectivement.
On a alors uov = Id et il suit que v est injective et u est surjective. Ces applications sont donc toutes
deux bijectives grace a la proposition 4.1.6 et il suit que et A et B sont inversibles. |

Remarque 1. Rappelons que dans un monoide G, un élément g est inversible s’il existe un autre
élément & (que 1’on note ensuite g~ !) tel que gh = hg = 1. La condition gh = 1 n’implique
pas forcément la condition symétrique g = 1. Ce corollaire nous dit que c’est cependant le
cas pour les matrices.

2. Méme dans le cas n = 2, le fait que AB = I implique BA = [ est loin d’€tre immédiat.

3. Ce corollaire illustre le fait que I’on peut obtenir des propriétés fondamentales des matrices
grice a la théorie des applications linéaires.

4. Plus généralement, si on a uov = Id dans L(E) alors u € GL(E) lorsque E est de dimension
finie.

5. Ce dernier énoncé est faux en dimension infinie.

Corollaire 4.1.8 Soient E un espace vectoriel de dimension finie et u € L(E). Soit E’ un sous-
espace vectoriel de E stable par u. Soient u’ € L(E’) et u”” € L(E/E") les application induites.
On a alors

u€GL(E) < u' € GL(E') etu” € GL(E/E").

Démonstration. Puisque les espaces sont de dimension finie, les notions d’injectivité, surjectivité
et bijectivité coincident et 1’assertion est alors une conséquence immédiate de la remarque suivant
la proposition 2.6.7. u

Remarque 1. Le couple (E,u) peut-étre vu comme un K|[7|-module, le couple (E’,u’) comme
un sous-module de (E,u) et le couple (E/E’,u") correspond alors vraiment au quotient des
modules.

2. Comme conséquence du corollaire, si on se donne une matrice triangulaire par blocs

Al %
A=1o a0

on voit que A est inversible si et seulement si A’ et A” sont inversibles (quoi qu’il y ait en
haut a droite).

Rang

Proposition 4.2.1 Si (E;)ses est une famille d’espaces vectoriels sur K, on a

dim@PE,; =) dimE;.

seS seS

Démonstration. On se donne pour tout s € S une base B, de E; et on pose B := LcsB;. Il résulte
alors formellement des propriétés universelles de la somme directe que K (B) ~ BsesK (Bs) (exercice).
|

Exemple 1. SiEy,...,E, sont des espaces vectoriels, alors

dim(E| x -+ X E,) =dimE]| +--- + dimE,,.
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2. C’est faux en dimension infinie : dim[[,cg Es # Y cgdimEj.
3. Siles E; sont supplémentaires dans un espace vectoriel E, alors dimE =) (cgdimE;.

Corollaire 4.2.2 Si F est un sous-espace vectoriel d’un espace vectoriel E, alors

dimE = dimF + codimg (F)

Démonstration. On sait que si G est un supplémentaire pour F, on a un isomorphisme G ~ E /F si
bien que dimG = dimE /F = codimg (F). On aura donc

dimF + codimg (F) = dimF +dimG = dimE. W

Théoreme 4.2.3 — durang. Siu: E — F est une application linéaire, alors

dimE = dimkeru + dimimu.

Démonstration. On dispose de I’isomorphisme de Noether E/keru ~ imu et on en déduit que
codimg (keru) = dimimu. [

Corollaire 4.2.4 — Relation de Grassmann. Si F et G sont deux sous-espaces vectoriels de
E,ona

dimF +dimG = dim(F + G) +dim(F N G).

Démonstration. Résulte du second théoréme d’isomorphie de Noether. |
Remarque 1. Une suite exacte courte est une suite d’applications linéaires
ESESE
avec 1 injective, im1 = ker 7 et 7 surjective. On a alors
dimE = dimE’ +dimE".

2. Plus généralement, une suite exacte longue est une suite d’applications linéaires u; : E; — Ej |
telles que imu; = keru; . Si les espaces E; sont de dimension finie et presque tous nuls, on
aura

Y (=1)'dimE; =0.
ieN

Définition 4.2.5 1. Siu: E — F estune application linéaire, alors le rang de u est
rang(u) := dimimu.

2. Si E est un espace vectoriel et X C E, alors le rang de X est le rang de I’application
habituelle
&: kK% S E, (ax)xex — Z aX.
xeX

Remarque 1. Le théoreme du rang nous dit donc que si u : E — F est une application linéaire,
ona
dimE = dimkeru + rang(u).
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. Si X est une partie d’un espace vectoriel E, on a
rang(X ) = dim Vect(X).

. On définit de méme le rang d’une famille (x;)cs de vecteurs d’un espace vectoriel E en
considérant I’application
K(S) —E, (as)sES = Zasxs
seS
si bien que
rang((xy)ses) = dim Vect((xs)ses)-

. On remarquera que si E est un espace vectoriel quelconque, alors rang(E) = dim(E) puisque
Vect(E) = E. Autrement dit, on pourrait se passer de la notion de dimension qui devient un
cas particulier de celle de rang. C’est d’ailleurs ce que 1’on fait en théorie des modules sur un
anneau.

. Siu:E — F estune application linéaire et G est une partie génératrice de E, on a alors
rang(u) = rang(X) avec X := u(G),

. Comme d’habitude, on définit le rang d’une matrice A comme étant le rang de 1’application
linéaire u : K™ — K" correspondante. Si X désigne I’ensemble des colonnes de A, on aura
donc aussi

rang(A) = rang(X).

Pour A € M,(K), on a
rang(A) =n < A € GL,(K).

. Le rang du systéme linéaire

aixi -+ aimxn, = by
S = :
Ap1X1 -+ X = by.
est le rang de la matrice A := [q; ;] associée. Si on pose pour touti =1,...,n,

@i :=aiip1+--+dimpm € K"
etU :={¢i,...,9,}, on verra aussi que

rang(.7’) =rang(U).

Proposition 4.2.6 Soit u : E — F une application linéaire.

1. On a toujours rang(u) < dimF. Si de plus, u est surjective, alors rang(u) = dimF et la
réciproque est vraie si F' est de dimension finie.

2. On a toujours rang(u) < dimE. Si u est injective, alors rang(u) = dimE et la réciproque
est vraie si E est de dimension finie.

Démonstration. 1. Comme imu C F, on a rang(u) < dimF. D’autre part, on sait que u est

surjective si et seulement si im u = F. De plus, cette dernieére condition implique que
rang(u) = dim F ; et la réciproque est vraie si ce nombre est fini.

. Il résulte du théoréme du rang que rang(u) < dimE. D’autre part, on sait que u est injective
si et seulement si keru = {0}. Toujours d’apres le théoréme du rang, cette derniere condition
implique que dim E = rang(u) ; et la réciproque est vraie si ce nombre est fini.

|
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Corollaire 4.2.7 Si X est une partie d’un espace vectoriel E, on a rang(X) < card(X) et
rang(X) < dimE. De plus,

1. SiX estlibre, alors rang(X) = card(X).

2. Si X est générateur, alors rang(X) = dimE.
Dans les deux cas, la réciproque est vraie si rang(X) est fini, et en particulier, si X ou dimFE est

fini.

Démonstration. [ |

Remarque On peut aussi donner une démonstration directe de ce corollaire. Par définition, X est
une partie génératrice de F := Vect(X) et on a rang(X ) := dimF. Comme X est génératrice, on a
bien dimF < card(X) et comme F C E, on adimF < dimE.
1. Supposons que X soit libre. Alors c’est une base de F et on a donc card(X) = dimF.
Réciproquement, supposons que card(X) = dimF et que ce nombre soit fini. Alors, comme
X est générateur de F, c’est nécessairement une base de F et il est donc libre.
2. Supposons maintenant que X engendre E. Nous sommes alors dans le cas F = E eton a
donc bien siir dim F = dim E. Réciproquement, si dim F = dim E et que ce nombre est fini,
comme F est un sous-espace vectoriel de E, on a obligatoirement F' = E.

Proposition 4.2.8 Soientu : E — F etv: F — G deux applications linéaires. Alors,
1. si u est surjective, rang(vou) = rang(v).
2. sivestinjective, rang(vou) = rang(u).

Démonstration. En effet, si u est surjective, alors im(vou) = im(v) et si v est injective, alors
im(vou) = v(imu) ~ imu (exercice). [ |

Remarque 1. Comme conséquence, on voit que si A € M, (K) et P € GL,(K) (resp. P €
GL,,(K)), alors

rang(PA) =rang(A), (resp. rang(AP)=rang(A)).

2. En particulier, une suite d’opérations élémentaires ne change pas le rang d’une matrice. En
effet, opérer sur les lignes (resp. colonnes) revient a multiplier a gauche (resp. droite) par une
matrice inversible (celle obtenue en faisant les mémes opérations sur la matrice unité 7).

4.3 Changement de base
Dans cette section, tous les espaces sont de dimension finie.

Remarque Le contenu de cette section (a part le dernier résultat qui s’appuie sur 1’algorithme
du pivot de Gauss) s’applique mutatis mutandis aux modules libres de rang fini sur un anneau
commutatif.

On rappelle qu’une base ordonnée d’un espace vectoriel (de dimension finie) E sur K est une

famille # := (ey,...,e,) de vecteurs de E telle que I’'unique application linéaire ®: K" — E,1;— ¢;
soit bijective. L application réciproque ®~! : E — K" est celle qui envoie un vecteur x sur ses
composantes (xj,...,x,) dans la base B.

Définition 4.3.1 Soient u : E — F une application linéaire, Z (resp. €’) une base ordonnée de
E (resp. F)et @ : K™ ~ E (resp. ¥ : K" ~ F') I’isomorphisme associé. Alors, la matrice de u
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dans les base A et € est
2 (:: Matg(m) = ¥ ouod)].

Remarque 1. Lorsque E = F et 4 = ¢, on écrira [u] % (ou Matg(u)) tout simplement si bien
que
[u]z = [bel ouod).

et on dira que c’est la matrice de u dans la base 2.

2. Si on utilise comme d’habitude I’'isomorphisme canonique L(K,E) ~ E pour voir n’importe
quel x € E comme une application linéaire i, : K — E, et qu’on munit K de sa base canonique,
la matrice de x dans la base 9 est est donc le vecteur colonne

Wl = [ix]% = (@7 (x)]
3. Si # = (ey,...,e,) est une base de E, on aura

X1
x=x1e1 4+ +x6, & x|z =
Xn
Autrement dit, la matrice de x est le vecteur colonne des composantes de x dans la base 4.

4. On en déduit que, si on note B = (ey,...,en) et € = (fi,...,fn) des bases de E et F
respectivement, alors

7 = [[ule)]s - [ulem)s] .
Autrement dit, les colonnes de la matrice de u sont les matrices dans la base % des images
par u des vecteurs de la base %. On a donc

[u]‘g: laijl ©Vj=1,...,mu(e;) =aijfi+ - +an;f

Exemple 1. La matrice de la dérivation K[T] < n+1 — K[T]<,—1,P + P’ dans les bases
canoniques est

0O 1 O 0
2

.

0 0 n

2. La matrice de la conjugaison complexe dans la base canonique de C est [ (1) _01 } .

Proposition 4.3.2 Soient u : E — F et v: F — G deux applications linéaires et #,%, 2 des
bases ordonnées de E, F, G respectivement. On a alors

vould =I5 ulZ.

Démonstration. Si on désigne par @ : K" ~E, ¥ : K" ~ F et R : K? ~ G les isomorphismes
associés respectivement aux bases 4,6, 2, on a

[] [](g_ ovo‘P][‘I—’ ouodP]|

[R™

=R 'ovo¥Po¥ 'ouod]

=R'o (vou)oCI)]

= [voulZ. [



4.3 Changement de base 77

Remarque 1. On voit donc que le choix des bases nous fournit un isomorphisme d’espaces
vectoriels
L(E,F) ~M,xm(K)

et que la composition des applications correspond a la multiplication des matrices.
2. A toute une base ordonnée % d’un espace vectoriel £ de dimension n, on peut donc associer,
grace a la proposition, un isomorphisme d’algebres

et donc aussi un isomorphisme de groupes
GL(E) ~GL,(K), uw> [u]az.

3. Comme cas particulier de la proposition, on voit que si x € E, on aura

Cela signifie que si # = (ey,...,em), € = (fi,...,fs) et la matrice de u dans les bases £ et
¢ est [a; |, on aura

u (leje,-> =) ) aipifi
=

i=1j=1

Autrement dit, si les composantes de x sont (x1,...,X,), alors celles de u(x) seront

(aiax1+ -+ aimXm, .- An 1 X1+ -+ ApmXim) -

Définition 4.3.3 Soient Z et %’ deux bases d’un méme espace vectoriel E. La matrice de
passage de B 2 B’ est la matrice )
P:=[Idg)5.

On dit que %’ est la nouvelle base et que % est I’ancienne base.

Remarque 1. Attention : on munit I’espace de départ de la nouvelle base %’ et 1’espace
d’arrivée de I’ancienne base . Autrement dit si 2 = (ey,...,e,) et B = (¢},...,e,),ona

P=[lel]z - [e)]s] -

On écrit donc les vecteurs de la nouvelle base en colonnes en les exprimant dans 1’ancienne

base.
2. Lorsque E = K" est muni de sa base canonique et qu’on considére une autre base & =
(e1,...,e,), la matrice de passage sera donc naturellement P = [[e1]--- [e,]] .

Proposition 4.3.4 Si % et %' sont deux bases d’un méme espace vectoriel E, alors la matrice
de passage P de % a %' est inversible et P~! est la matrice de passage de %’ a 4.

Démonstration. 11 suffit de remarquer que
1dg)Z [1dg)% = [ldg o1dg)% = [lde]z =1

(et inversement). |
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Proposition 4.3.5 Soient u : E — F une application linéaire, & et %’ deux bases de E, P la
matrice de passage de B a B', ¢ et ¢’ deux bases de F, Q la matrice de passage de ¢ a4, A la
matrice de u dans les bases Z et ¢ et enfin A’ la matrice de u dans les bases %’ et ¢”. On a alors

A= Q7 'AP.

Démonstration. 11 suffit de calculer
1dF]% [ 21dg)% = [ldpouoldg)Z = [u]Z. W

Remarque 1. S’il existe deux matrices inversibles P, Q telles que A’ = Q~!AP, on dit que A et
A’ sont équivalentes. On voit donc que les matrices d’une méme application linéaires dans
différentes bases sont toujours équivalentes (& défaut d’étre égales).

2. La réciproque aussi est vraie : si A = [u]Z avec u € L(E,F) et A’ est équivalente a A, alors il
existe d’autres bases %' et ¢” telles que A’ = [u]Z,.

3. Comme cas particulier de la proposition, on a le résultat suivant : soient % et %’ deux bases
d’un méme espace vectoriel E et u € L(E). Soit A (resp. A”) la matrice de u dans Z (resp.
Z"). On a alors

A' =P AP,

4. S’il existe une matrice inversible P telles que A’ = P~'AP, on dit que A et A’ sont semblables.
On voit donc que les matrices d’un méme endomorphisme dans deux bases différentes sont
toujours semblables.

5. La réciproque aussi est vraie : si A = [u] avec u € L(E) et A’ est semblable a A, alors il
existe une autre base %’ de E telle que A’ = [u] .

Proposition 4.3.6 Deux matrices sont équivalentes si et seulement si elles ont méme rang.

Démonstration. On a vu dans la remarque suivant la proposition 4.2.8 que le rang ne change pas
quand on multiplie & droite ou a gauche par une matrice inversible. Inversement, si on se donne une
matrice quelconque A, la méthode du pivot de Gauss nous permet d’opérer sur les lignes et sur les
colonnes de A pour obtenir la matrice par blocs

I, 0
0 0|
Or une opération élémentaire n’est rien d’autre qu’une multiplication par une matrice élémentaire,

qui est toujours inversible. Deux matrices de rang r seront donc équivalentes a la méme matrice, et
donc équivalentes entre elles. |

4.4 Dual (fin)

Lemme 4.4.1 Soient E un espace vectoriel et % := (e;);c; une base ordonnée de E. Alors,
1. il existe pour tout i € / un unique ‘e; € 'E tel que

o 1 sii=j
oo —
Vi,jel, el(el) { 0 sinon

2. La famille ' := ("e;);cs est libre dans 'E.
3. Six € E, alors “e;(x) est la i-éme composante de x et on a donc

x=)Y lei(x)e;. 4.1)

i€l




4.4 Dual (fin) 79

4. Si E est de dimension finie, alors on a pour tout ¢ € 'E,

¢ =) oe) e 4.2)
icl
Démonstration. 1. L’existence comme 1’unicité des ’e; résultent de la propriété universelle des

bases (premiere assertion de la proposition 3.3.10).
2. Supposons que Y;c;a;'e; = 0 dans 'E. On aura alors pour tout j € 1,

icl icl

3. Six € E, on peut écrire x = Y ;; x;e; avec x; € K, et on aura donc pour tout i € 1,

tei(x) = te,- (Z)Cjéj) = ij’e,-(ej) = Xj.

jel jel
On en déduit la formule (4.1).
4, SixeE,ona

(; <P(€i)’€i> (x) = _Z;(P(@i)tei(x) = Z;te,-(x)(p(e,-) =¢ <Z;t€i(x)ei> = @(x).
[ |

Remarque Si on désigne par ® : K() ~ E I’isomorphisme donné par la base 2, alors les formes
linéaires “e; sont les composantes de I’application &' : E — K1),

Proposition 4.4.2 Si E est un espace vectoriel de dimension finie alors 'E aussi et on a
dim’E = dimE.

En fait, si 2 est une base de E, alors '.% est une base de 'E. De plus, 1’application canonique
E — "E est un isomorphisme.

Démonstration. Si % est une base de E, alors ' % est libre comme on I’a vu dans le lemme en 2)
et engendre 'E grice a I’assertion 4) du méme lemme. C’est donc bien une base. Pour montrer la
derniére assertion, on utilise d’abord la premiere partie qui nous dite que dim”E = dim’E = dimE.
Comme on sait que 1’application canonique E — " E est linéaire et injective par le corollaire 3.5.8,
c’est un isomorphisme grace a la partie 2) de la proposition 4.1.6. |

Exemple 1. La base duale de la base canonique (1,,...,1,) de K" est (py,...,pn)-
2. La base duale de la base canonique (1,i) de C sur R est (R,3).

Proposition 4.4.3 Soient u : E — F une application linéaire entre espaces vectoriels de dimen-
sion finies et %, € des bases de E et F respectivement. Si A est la matrice de u dans les bases %
et €, alors la matrice ‘u dans les bases '€ et % est ‘A.

Démonstration. On écrit comme d’habitude & := (ey,...,ey) et € = (f1,...,fn). Onsait que I’on
a toujours u(e;) = ay jfi +--- +ayn,;f, et on veut montrer I’égalité ‘u(’ fi) = a;1'e1 + - + ajm' em.
En utilisant la formule (4.2), il suffit de remarquer que

w(' fi)(ej) ="fiule;)) ="f; (; ak,jfk> :kf,lak,jtfi(fk) =a;;. B
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Remarque 1. L’égalité (4.2) nous montre que si 4 est une base d’un espace vectoriel de
dimension finie E et que @ € 'E, on a

2
[(P]tgg = [[(p]can?
(formule a rapprocher de [x]z = [i,|5").
2. Si Bet B := (), sont deux bases d’'un méme espace vectoriel de dimension finie E, la
matrice de passage de ' a A est

[e1]éan

Pl =

[enléan

3. Dans le cas ou on passe de la base canonique de K" a une nouvelle base % := (¢;)}_,, la
formule devient
[e1]

Pl=1 =
[en]

et on retrouve la définition de la base duale en effectuant le produit P~!'P = 1.

Corollaire 4.4.4 Soient E un espace vectoriel et ' un sous-espace vectoriel de codimension
finie. On a alors

dimF +dim°F = dimE.

Démonstration. On a vu dans la proposition 2.6.6 que °F ~(E/F) et on a donc en particulier
dim°F = dim’(E/F). D’autre part, on suppose que dimE /F := codimg (F) est finie si bien que
dim’(E/F) = dimE/F. Finalement, on a vu dans le corollaire 4.2.2 que dimF + codimg(F) =
dimE. |

Lemme 4.4.5 Soit E un espace vectoriel de dimension finie. Si U C 'E, I’isomorphisme cano-
nique E ~"E x — py induit un isomorphisme U° ~ °U. De plus, on a °(U°) = (°U)°.

Démonstration. Par définition, on a p,(¢@) = ¢(x) six € E et ¢ € 'E. On voit donc que x € U° <
px € °U. Et on en déduit alors que

ee’(U°)=Vxel®, o¢kx)=0
SVxeU®, p(p)=0
SVYueU u(p)=0
< ee(°U)°. [ |

Théoreme 4.4.6 Si E est un espace vectoriel de dimension finie, on dispose d’une bijection
Fr—°F
{sous-espaces vectoriels de E} = {sous-espaces vectoriels de 'E'}

U° «+—U

qui renverse 1’ordre et échange somme et intersection.
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Démonstration. Grace a la proposition 4.4, il faut juste s’assurer que les deux applications sont
réciproques 1’une de I’autre. Or, on a vu dans la proposition 3.5.5 que si F est un sous-espace
vectoriel de E, alors (°F)° = F. En appliquant cela 2 U C 'E et en utilisant le lemme, on obtient
aussi U =°(U°). [

Nous avons vu dans la proposition 2.5.4 et dans la seconde partie de la proposition que si
u: E — F est une application linéaire, on a

ker'u =°imu et im’u = °keru.

On en déduit alors :

Corollaire 4.4.7 Siu: E — F est une application linéaire entre espaces vectoriels de dimension
finie, on a

keru = (im'u)°® et imu = (ker'u)°.

Démonstration. [ |

Corollaire 4.4.8 Soit u : E — F une application linéaire entre espaces vectoriels de dimension
finie. On a alors

1. uinjective < 'u surjective.

2. u surjective < ‘u injective.

3. u bijective < "u bijective.

Démonstration. [ |

Corollaire 4.4.9 Siu: E — F est une application linéaire entre espaces vectoriels de dimension
finie, on a
rang’u = rangu.

Démonstration. |
Remarque Comme cas particulier, on voit que si A est une matrice quelconque, alors
rang’'A = rangA

Autrement dit, le nombre maximum de lignes indépendantes est égal au nombre maximal de
colonnes indépendantes. Voici encore un résultat qui est loin d’€tre évident, et que nous déduisons
du formalisme général.

Corollaire 4.4.10 Soient E un espace vectoriel de dimension finie et U un sous-espace vectoriel
de'E. On a alors
dimU +dimU° = dimE.

Démonstration. [ |

Exemple Si .7 est un systeme linéaire homogene de rang r a n variables, alors Sol(.¥) est un
espace vectoriel de dimension n — r.
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4.5 Exercices

Exercice 4.1 1. Quelle est la dimension de K" ?
2. Quelle est la dimension de ‘K" ?
3. Quelle est la dimension de K[T']?
4. Quelle est la dimension de K[T]<,?
5. Quelle est la dimension de K[T'|/(P) si P est un polyndme de degré n ?
6. Quelle est la dimension de M, (K) ?
7. Quelle est la dimension de K" /K™ ?

Exercice 4.2 1. Quelle est la dimension de C comme espace vectoriel sur C?
2. Quelle est la dimension de C comme espace vectoriel sur R ?
3. Quelle est la dimension de C comme espace vectoriel sur Q ?

Exercice 4.3 1. Les vecteurs
(2,3,5,7),(3,5,7,11),(5,7,11,13),(7,11,13,17),(11,13,17,19)

sont ils linéairement indépendants ?
2. Les polyndmes X — 1, X? — X et X — X2 engendrent-ils R[X]<3 ?

1. Montrer que L := B\ {T'} est libre dans K[T'| et que card(L) = dimK|[T|. Est-ce que L est
une base de K[T]?

2. Montrer que G := BU{T — 1} est génératrice de K[T] et que card(G) = dimK|[T]. Est-ce
que G est une base de K[T]?

Exercice 4.5 1. Montrer que la dérivation sur R[T'| est linéaire et surjective. Est-elle bijec-
tive ?
2. Montrer que I’intégration sur R[T] (a partir de 0) est linéaire et injective. Est-elle bijective ?

Exercice 4.6 1. Montrer par un calcul que si A, X € M,(K) satisfont AX = I, on a aussi
XA = 1. En déduire alors que A € GL,(K) et que X = A1
2. Désignons par u la dérivation sur R[T] et par v I’intégration (a partir de 0). Montrer que
uov=1Id. A-t-on aussi vou =1d?

Exercice 4.7 On se donne 1 : E' — E injective, @ : E — E” surjective et on suppose que
im1 = ker . Montrer que dimE = dimE’ 4 dimE".

| Exercice 4.4 On désigne par B la base canonique de K|[T].

Exercice 4.8 Soient E un espace vectoriel de dimension finie et Ey,. .., E; des sous-espaces
vectoriels. Montrer que

dimE = Y*  dimE;

— ok E
E_@“E’@{ Vi=1,....k, EiNY;sEj=0.

Exercice 4.9 1. Montrer que si u : E — F est linéaire et G engendre E, alors rang(u) =
rang(u(G)).
2. Montrer que si X est une partie d’un espace vectoriel E, alors rang(X ) = dim(Vect(X)).

Exercice 4.10 Soient A € M, (K) et Cy,...,Cy, les vecteurs colonnes de A. Montrer que

rang(A) =rang({Cy,...,Cn}).
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| Exercice 4.11 Montrer que pour A € M,,(K), on arang(A) =n < A € GL,(K).

Exercice 4.12 Déterminer une base de I’image et du noyau des matrices

1 2 4 1 2 —1
{;2},751,23—4
346 3 -2 12

Exercice 4.13 1. Quelle est la matrice de la dérivation K[T]<, — K[T]<,_1,P + P’ dans
les bases canoniques ?
2. Quelle est la matrice de la conjugaison complexe dans la base canonique de C, vu comme
espace vectoriel sur R?

tel que u,(T) =T —a.

1. Montrer que I’on a toujours u, o up = Ug+p €t que ug = Idg|r).

2. En déduire que u, est un automorphisme de I’algebre K[T].

3. En déduire un morphisme de groupes K — GL(K|[T]).

4. Montrer que K[T|<, est stable par u, et en déduire que I’application induite u, , est un
automorphisme de I’espace vectoriel K[T']<,.

5. Montrer que la matrice de u,, dans la base canonique est inversible et retrouver le résultat
précédent.

Exercice 4.15 1. Quelle est la base duale de la base canonique (1,,...,1,) de K"?
2. Quelle est la base duale de la base canonique (1,7) de C sur R?

Exercice 4.16 Soient A € M, x,,(K) et Ly,...,L, les vecteurs lignes de A. Montrer que

rang(A) =rang({Li,...,L,}).

Exercice 4.17 Montrer que des vecteurs xi,...,x, de K" forment une base si et seulement si la
matrice dont les colonnes (resp. les lignes) sont les vecteurs xi,...,x, est inversible. En déduire
le cardinal de GL,(K) lorsque K est un corps a g éléments.

Exercice 4.18 Soient E un espace vectoriel de dimension finie et F', G deux sous espaces
vectoriels de E tels que E ~ F & G. Montrer que 'E ~ °F & °G.

Exercice 4.19 Montrer que si . est un systeme linéaire homogene de rang r a m variables,

‘ Exercice 4.14 Pour a € K, on désigne par u, : K[T] — K[T] I’'unique morphisme d’algebres
I alors Sol(.¥) est un espace vectoriel de dimension m — r.
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Exercice 4.20 — TP. On considére la matrice

9 0 -3
0= 0 10 0 |eQ’
-3 0 1

1. Montrer que P := %Q est une projection.
2. Déterminer le noyau et I’image de P.
3. Vérifiez que Q* = ker P®imP.

Exercice 4.21 —TP. On considere les sous-espaces vectoriels F et G de Q* engendrés respecti-
vement par

up = (1,-1,2,1), wp:=(2,1,1,—1), uz:=(—1,-5,4,5) et

v :=(0,1,0,0), v, =(4,-5,11,7), v3:=(-1,1,-3,-2).

Montrer que F' C G et déterminez un supplémentaire H pour F dans G.

u:Q? —>Q3,(x,y,z) — (x+2y+4z,7x+ 5y +z,3x +4y+62)

et on pose
vii=(1,2,-3),v2 1= (2,3,-2),v3:= (~1,-4,12).

1. Quelle est la matrice A de u (dans les bases canoniques) ? Déterminer le rang de u, donner
une base de keru ainsi que de im . Finalement, donner une équation de im u.

2. Montrer que (vi,v2,v3) est une nouvelle base de Q3. Quelle est la matrice de passage P.
Calculer P!,

3. Quelle est la matrice de u dans la nouvelle base ?

Exercice 4.23 — TP. Calculer la comatrice de

3 2 -3
A=1]5 -1 =2 €M3(Q).
1 1 -1

En déduire que A est inversible et donner son inverse.
Exercice 4.24 — TP. On considere les vecteurs
x:=(2,1,0,2,—-1,-2,—1,—-1), x:=(2,2,4,1,—-2,-2,—1,-3),
x3:=(1,0,-2,0,-3,0,—1,-3), x4:=(0,1,2,—1,—1,-3,1,0),
xs:=(-1,1,1,0,—1,-1,-1,0), x¢:=(4,5,5,2,—8,-8,-3,~7
x7:=(2,2,-1,2,-5,-3,-3,—4), y;:=(2,2,2,1,-2,-5,0,—1
yy:=(1,3,5,1,-3,-3,-2,—-3) et y3:=(3,3,4,0,—6,—5,—1,—6) € Q5.

);
)

il

1. Vérifier que les vecteurs y1,y;,ys sont linéairement indépendants.
2. Montrer qu’ils sont tous dans F = Vect({xj,...,x7}).
3. Compléter y1,y>,y3 en une base de F (en utilisant les vecteurs xp,...,x7).

8
| Exercice 4.22 — TP. On considere 1’application



Comme toujours, on fixe un corps de scalaires K.

Remarque Tout ce qui suit reste valable sur un anneau commutatif quelconque, quitte a remplacer
la notion d’espace vectoriel par celle de module et celle de dimension par celle de rang.

5.1 Application multilinéaire

Définition 5.1.1 Si
D Xix---xX, =Y

est une application quelconque et
X €Xy,oo %1 € Xim1,Xip1 € Xig1, .o, Xn € Xy

alors, I’application
Xi—Y, xi—®(xy,...,x,)

est dite partielle.

Remarque 1. Les applications partielles associées a une application @ : X x ¥ — Z, sont donc
les applications X — Z,x — ®P(x,y) ayfixéetY — Z,y — P(x,y) a x fixé.
2. Plus généralement, on peut définir les applications partielles associées a une application
D [[esXs— Y.
3. Nous avons déja rencontré la notion d’applications partielle juste apres la proposition 3.1.5
sur les sommes directes. Ces deux notions coincident bien dans les cas d’un produit fini.

Définition 5.1.2 Soient E, ..., E, et F des espaces vectoriels. Une application

¢ E xX---xXE,—~F
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I est n-linéaire si les toutes les application partielles E; — F sont linéaires.
Remarque 1. Cela signifie donc que I’on a toujours
DXy, Xy X)) F POy, X X)) = DX, X X )
et
a® (X1, Xiy ooy Xn) = P(x1, .. aXG, . Xp).

Bien siir, dans le cas ou n = 1, on retrouve la définition d’une application linéaire.
On dit que P est multilinéaire si on ne veut pas préciser n, bilinéaire lorsque n = 2.
On dit forme multilinéaire lorsque F = K.

Si Ey =---=E, =E, ondit que ® est une forme multilinéaire sur E.

A

Exemple 1. Si E est un espace vectoriel, alors la multiplication externe
KxXE—E (a,x) ax

est bilinéaire.
2. Si L est une K-algebre, alors la multiplication

LxL—L, (u,v)—uv

est une application bilinéaire.
3. SiE, F et G sont trois espaces vectoriels, alors la loi de composition

L(F,G) xL(E,F) ——=L(E,G)
(v,u) ———>vou

est une application bilinéaire.
4. Si E est un espace vectoriel, alors I’application de dualité

EX'E—K, (x,0)~ @)

est une forme bilinéaire.
5. Le déterminant (voir plus bas) est une forme multilinéaire.
6. Le produit scalaire usuel

((xl,...,xn),(yl,...,y,,)) —>x1yl_|_..._|_xnyn

est une forme bilinéaire sur K". Plus généralement, on peut remplacer le second membre par
n’importe quelle expression Y a; ;x;y; (voir plus loin).
7. Le produit vectoriel

K3 x K3 K3
((x1,2x2,x3), (¥1,¥2,¥3)) —— (X2y3 — X3¥2,X3Y1 — X1Y3,X1Y2 — X2)1)

est une application bilinéaire sur K>.

Proposition 5.1.3 Si Ey,...,E, et F sont des espaces vectoriels, alors les applications multili-
néaires £, X --- X E, — F forment un sous espace vectoriel

L(E1,...,En,F) C FZ(E{ X -+ X Ep,F)

et les applications L(E},...,E,,F) — L(E;,F) qui envoient ® sur une application partielle, sont
toutes linéaires.
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Démonstration. Par définition d’une somme ou d’un multiple d’une application, on voit déja
que ’application .# (E| X --- X E,,F) — .7 (E;,F) qui envoie @ sur une application partielle est
automatiquement linéaire. Et la premicre assertion résulte alors immédiatement de 1’assertion
analogue pour les applications linéaires. |

Proposition 5.1.4 Si E, F et G sont trois espaces vectoriels, il existe des isomorphismes
L(F,L(E,G)) ~L(E,F,G) ~L(E,L(F,G)), [+ ®+r

donnés par
VxeE,yeF, 1(y)(x)=®(x,y)=r(x)(y)

Démonstration. Par symétrie, il suffit de traiter I’isomorphisme de gauche. On dispose d’une
bijection
F(F,%(E,G))~F(EXF,G), |+ ®

donnée par la méme formule, et qui est linéaire par définition (vérifier). Et on dispose aussi des
inclusions L(F,L(E,G)) C (% (F,.Z# (E,G)) d’une part et L(E,F,G) C .7 (E x F,G) d’autre part.
11 faut montrer que ces deux parties se correspondent. Or, dire que [ € L(F,L(E,G)) signifie que
I'ona

Iy+y)(x) =10 x) +10)(x),  Lay)(x) = al(y)(x),

) (x+x) =1@)(x) HE)E) et 1(y)(ax) =al(y)(x)

chaque fois que x,x' € E, y,y’ € F eta € K. Ceci exprime exactement la bilinéarité de ®. [

Proposition 5.1.5 Soit®: E| x --- X E, — F une application multilinéaire. Alors,

1. Si,pourtouti=1,...,n, "application u; : E/ — E; est linéaire, alors I’application composée
E{X--xXE,—— > F
(X)) ——= P (uy (X)), ..., un(x)))

est multilinéaire.
2. Siu:F — F' est linéaire, alors 1’application composée

E| x---XE, F
(X1,...,xn) 'Hu(cb(xla“'axn))

est multilinéaire.

Démonstration. Résulte encore des résultats analogues pour les applications linéaires (exercice).
|

Exemple Comme %°([0,1],R) est une R-algebre (c’est une sous-algebre de RI*!)), 1a multipli-
cation dans ([0, 1],R) est une application bilinéaire. D’autre part, on sait que 1’intégration est
linéaire. On en déduit (sans calcul) que I’application

1
(1.9~ | (@ 5.1)

est une forme bilinéaire sur €°([0, 1], R).
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Remarque Avant d’aller plus loin, il est nécessaire de faire quelques rappels sur les permutations.
1. Une inversion de ¢ € .#, est un couple (i, j) avec 1 <i < j <nmais (i) > o(j).
2. La signature est ’application

= {11}, o—(-1)°

qui vaut 1 (resp. —1) s’il y a un nombre pair (resp. impair) d’inversions dans G.

3. La signature est en fait I’unique morphisme de groupes surjectif (pour n > 2).

4. La transposition T := (i j) est la permutation qui échange i et j. Toute permutation est un
produit (c’est a dire, composé) de transpositions. On peut méme se limiter aux transpositions
de la forme (i i+ 1) avec 1 <i < n ou bien de la forme (1 i) avec 1 < i < n si on veut.

5.Sid:X x---xX — Y estune application quelconque et o € .}, on écrira

(IDG()C[, . ,xn) =& (xo(l),. .. ,xc(n)) .

Définition 5.1.6 Soit® : E x --- x E — F une application multilinéaire sur E. Alors, on dit que
1. @ est symétrique si
VG € <Eﬂna cI)O' = cbv

2. ® est antisymétrique si
Vo € S, Po=(—1)°D

(et il suffit de considérer les transpositions).

Exemple 1. Une application bilinéaire ® sur E est symétrique (resp. antisymétrique) si et
seulement si

Vx,y€E, ®(x,y)=®(y,x) (resp. = —P(y,x)).

2. Le produit scalaire usuel est une forme bilinéaire symétrique.

3. Le déterminant est une forme multilinéaire antisymétrique.

4. Le produit vectoriel est une application bilinéaire antisymétrique.
5. L’application (5.1) est une forme bilinéaire symétrique.

Définition 5.1.7 Une application n-linéaire @ : E X --- X E — F est alternée si elle satisfait

(Fi# j,xi=x;) = P(x1,...,x,) =0.

Proposition 5.1.8 Soit®: E x --- X E — F une application n-linéaire. On a alors
1. @ alternée = P antisymétrique,
2. (Car(K) # 2) ® alternée < P antisymétrique.

Démonstration. Supposons pour commencer que P est alternée et donnons nous une transposition
T:=(i j)avec 0 <i< j<n.Pourxi,...,x, € E, on aalors par linéarité,

0=D(X1, . X1, X F X, X 1y oo X 1, Xi X5 X105 X))
=D(X1, .y X1, Xy X jop 155 Xn) F DX, X)
+ Dy, X)) F PO, XX X T \Xn)
=0+D(x1,...,x,) + DPr(x1,...,x,) +0,

et donc @ (xy,...,x,) = —DP(x1,...,X,).
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Réciproquement, si on suppose que P est antisymétrique et que x; = x; avec 0 <i < j <n, on
aura en utilisant la méme permutation T que ci-dessus :

D(x1,. .0 0x) = Pr(xg,...,x0) = —D(xq,...,X,)
si bien que 2P(xy,...,x,) = 0, et si on suppose que Car(K) # 2, alors ®(xy,...,x,) =0. [

Remarque 1. Lorsque 2 = 0 dans K, on a symétrique < antisymétrique, et il suit qu’une
application antisymétrique est soit alternée, soit symétrique.
2. Attention, si on travaille avec des modules sur un anneau, la seconde assertion de la proposi-
tion n’est plus vraie telle quelle. Il faut par exemple demander que I’on ait un module libre
sur un anneau (commutatif) intégre ou que 2 soit inversible.

Proposition 5.1.9 Les applications n-linéaires symétriques (resp. antisymétriques, resp. alter-
nées) sur E a valeurs dans F forment un sous-espace vectoriel S,(E, F) (resp. A,(E, F), resp.
M(E,F))de Ly(E,F) :=L(E,...,E,F).

Démonstration. On vérifie facilement que si ¢ € .%,, alors I’application ® — ® est linéaire. Le
cas des applications symétriques et antisymétrique en découle. Pour les applications alternées, c’est
encore plus facile. Les détails sont laissés en exercice. |

Remarque 1. On peut montrer que, dans la proposition 5.1.5, si ® est une application multili-
néaire symétrique (resp. antisymétrique, resp. alternée), il en va de méme des applications
composées.

2. Comme cas particulier, on voit que si E’ C E est un sous-espace vectoriel et @ : E X - -+ X
E — F est une application multilinéaire (resp. multilinéaire symétrique, resp. multilinéaire
antisymétrique, resp. multilinéaire alternée) sur E, alors il en va de méme de 1’application
induite E' X --- x E' — F.

Produit tensoriel
Définition 5.2.1 Le produit tensoriel de deux espaces vectoriels E et F est I’espace quotient
E®F de KEXF) par le sous-espace vectoriel engendré par tous les éléments de la forme

1X+X’-,y - 1x,y - 1X’-,yv 1x,y+y’ - 1x7y - 1x,y’7 1ax,y - alx,y et 1x,ay - alx,y?
avecx,x’ €E,y,y’ € Fetac K.Ondiraque x®y:=1,, € EQF est un fenseur.
Remarque 1. On rappelle que KE*F) est un espace vectoriel dont une base est donnée par les
1., avec x € E ety € F. Autrement dit, tout élément de K'¥*F) s’écrit de manigre unique
sous la forme a;1,, y, +---+a,ly, ,, avec x1,...,x, €E,y1,...,y, € F etay,...,a, €K.
2. Par définition, on aura
(x+X)@y=xRy+x ®y,

xR (y+y)=x@y+x0y,
a(x®y) =ax®y=x®ay

lorsque x,x’ € E,y,y € Feta € K.

3. Comme E @ F est un quotient de K , les tenseurs x ® y := 1, engendrent E @ F.
Cela veut dire que tout élément de E ® F s’écrit (de plusieurs manieres) sous la forme
ax1 @y +---+apx, @y, avec x1,...,x, €E, y1,...,y, € Fetay,...,a, € K.

4. On voit en fait que tout élément de £ ® F' s’écrit comme somme de tenseurs (de plusieurs
manieres).

(ExF)
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5. Méme si on s’intéresse uniquement aux espaces vectoriels de dimension finie, on voit
intervenir ’espace K&*F) qui est toujours de dimension infinie si K est infini (2 moins que
E =F ={0}).

6. On peut définir plus généralement E; ® - - - ® E,, comme quotient de K&1**En,

Exemple Considérons C comme espace vectoriel sur R. On a donc ici K =R - et on I’indiquera en
indice afin d’éviter les confusions - et E = F' = C. L’espace vectoriel C ®r C est donc engendré par
les tenseurs z®@w avec z,w € C. Sionécritz=a+ibetw =c+id aveca,b,c,d € R,ona

@w=ac(1®1)+ad(1®i)+bc(i®1)+bd(i®i).
On en déduit que C ®g C est engendré par {1 ®1,1®i,i® 1,i®i} (on verra plus loin que c’est une

base). Remarquons cependant qu’il existe des éléments dans le produit tensoriel C ®g C qui ne sont
pas des tenseurs : 1 ®i+i® 1 par exemple.

On dispose alors de la propriété universelle du produit tensoriel :

Proposition 5.2.2 Si E et F sont deux espace vectoriels, alors 1’application
EXF —-EQF, (x,y)—xQ®y

est bilinéaire. De plus, si @ : E X F — G est une application bilinéaire, alors il existe une unique
application linéaire ®:ERF — G telle que

VXxeE,yeF, ®(xy)=>(x®y):

Démonstration. La premiere assertion résulte immédiatement de la définition (voir remarque 2
ci-dessus). Pour la seconde, on utilise successivement les propriétés universelles de KE*F) (voir
corollaire 3.1.6) et du quotient (théoréme 2.6.4) :

ExF—2 G m
~ /—Zf
\L b _ - s
// 4
- 7/
K(EXF) /;
l/ o
/
s
v
EQF.

Remarque 1. On obtient en fait un isomorphisme L(E,F,G) ~ L(E ® F,G).
2. En combinant avec le second isomorphisme de la proposition 5.1.4, on obtient ce qu’on
appelle I’isomorphisme (d’adjonction)

L(E,L(F,G)) ~L(E®F,G).

3. Par un argument direct, ou en utilisant les propriétés universelles, on peut vérifier que, si E,
F et G sont des espaces vectoriels, on a
() (EQF)®G~E®(F®G) (associativité)
(b) E®K ~ K ®E ~ E (élément neutre)
(c) E®F ~ F ®E (commutativité)
d) (E®F)®GC~(E®G)® (F®G) (distributivité)
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4. La proposition se généralise a un nombre fini d’espaces vectoriels et on en déduit formelle-
ment
Ei® - QE,~(E® - QFE,_1)®E,.

C’est d’ailleurs souvent cette derniere expression qui est utilisée pour définir par récurrence
le produit tensoriel d’un nombre fini d’espaces vectoriels.

Corollaire 5.2.3 Siu: E — E'etv: F — F’ sont deux applications linéaires, il existe une unique
application linéaire u ®v: EQ F — E' @ F' telle que

VxeE,yeF, (u®v)(x®y)=u(x)®v(y).

Démonstration. Par composition, I’application E x F — E' @ F', (x,y) — u(x) @v(y) est bilinéaire.
On utilise ensuite la propriété universelle du produit tensoriel. |

Proposition 5.2.4 Si E et F sont deux espaces vectoriels de base (e;)ic; et (f) jes respectivement,
alors (e; ® fj)icr,jes est une base de E® F.

Démonstration. 1l s’agit de montrer que 1’application canonique
K) S E R F, (ai’j)ig]’je‘] — Zanje,- ® f;
est bijective. Pour ce faire, on va exhiber un inverse. On commence avec 1’application évidente
K'x< K — K™ (ai)ier, (b))ier) = (aib))ier jes-

Celle ci est clairement bilinéaire (vérifier) et induit une application (toujours bilinéaire) K/) x
KY) — KU*) car, si les a; et les b; sont presque tous nuls, il en va de méme de leurs produits a;b;.
En composant avec les isomorphismes E ~ K () et F ~ K) associés 2 nos bases, on en déduit une
application bilinéaire E x F — K'*/) et donc finalement une application linéaire

E®F — K, Y, aiei®bjfi— (aibj)ictjes-
icljel

On vérifie aisément que c’est bien un inverse par un argument direct ou, si on préfere, en utilisant
les propriétés universelles (exercice). |

Corollaire 5.2.5 Si E et F sont deux espaces vectoriels, on a dim(E ® F) = dimE x dimF.

Démonstration. [ |

Remarque 1. On peut rappeler que dim(E @ F) = dimE +dimF.
2. Ces résultats (pour la somme directe comme pour le produit) sont toujours valides pour des
modules libres sur un anneau commutatif (bien qu’on dise alors rang au lieu de dimension).

Exemple On adim(C®rC)=4et
(1o1,1i,iel,i®i)
est bien une base. Et on a aussi dim(C @ C) = 4 avec base
((1,1), (1,4), (i,1), (i,1))

(mais cette similitude est une coincidence due au fait que 2 X 2 =2+ 2).
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Trace

Proposition 5.3.1 Soient E et F' deux espaces vectoriels.
1. Si @ €’E ety € F, alors I’application

u:E—F, x— @)y

est linéaire.
2. L’application
Fx'E—=L(EF), (3¢)— (u:x— ¢(x)y)
est bilinéaire
3. Si E est de dimension finie, I’application induite est un isomorphisme

F®'E ~L(E,F).

Démonstration. 1. Exercice.
2. Exercice.
3. On exhibe un un inverse a notre application lorsque E posséde une base finie (e, ...,e,) en
considérant

L(E,F) > F®'E, u~—u(e;)®'e1+--+ule,) d'e,.

Il faut s’assurer que c’est bien un inverse (exercice encore). [ |
Exemple 1. On dispose d’une suite d’isomorphismes
M1 (K) @Mixm(K) ~ K" @K™ ~ L(K",K") = Mpum(K), 1i1®1; ;> 1;;
2. Ona’C®rC ~Lg(C).

Remarque 1. Si E et F sont des espaces vectoriels de dimension finie munis respectivement
de bases (eq,...,en) et (fi,...,f,), on obtient une base (¢; ;) de L(E,F) en posant

eij(x)=xjfi si x=xje1+---+xpen €E.
Et on a les correspondances suivantes
FQ'E~L(E,F)=Myn(K), fi®'ej<rei;j+r1;;.
2. La composition des applications corresponds a la « contraction » sur les produits :

(v,u)—vou

L(F,G) x L(E,F) L(E,G)

T T

Gx'FxFX'E GR'E.
(2, ¥.,0)—~v(y)(z,9)

I Définition 5.3.2 Si E est un espace vectoriel de dimension finie, 1’'unique forme linéaire tr :
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L(E) — K rendant commutatif le diagramme

b otp BOm0W

|

t s
E®QE L
-~ s,
l )

7/
L(E).

est la frace.

Remarque Cette définition nous donne deux propriétés classiques de la trace d’un endomor-
phisme :

1. La trace de u ne dépend pas du choix de la base de E,

2. La trace est linéaire en u,
mais il faut tout de méme s’assurer que 1’on retrouve bien la définition classique.

Proposition 5.3.3 Soit E un espace vectoriel de dimension finie. Si A := [q; ;] est la matrice de
u € L(E) dans une base # := (ey,...,e,), alors tr(u) = aj 1+ -+ apn.

Démonstration. On dispose d’une suite d’isomorphismes
E®'E ~ L(E) ~ Mn(K), e; ®t€j e liJ.
Et par définition, on a

1 sii=j
tr(e; ;) ="ej(ei) :{ 0 sinon

On conclut par linéarité€ puisque u = Y a; je; ;. |

Remarque 1. On définit la trace de la matrice A € M,(K) comme étant la trace de I’endomor-
phisme u € L(K") correspondant. La proposition nous dit donc bien que si A = [, ], on a
tr(A) == a1 + - +a,. Comme notre définition ne dépend pas de la base, on voit que si A
et A’ sont semblables, alors tr(A) = tr(A’).
2. Attention, on a tr(Idg) = dimE # 1 si E n’est pas une droite. Notons aussi que, bien que 1’on
ait toujours tr(u +v) = tr(u) +tr(v) et tr(au) = atr(u), on a en général tr(uov) # tr(u)tr(v).

Proposition 5.3.4 Soit E un espace vectoriel de dimension finie. Si u,v € L(E), on a

tr(uov) =tr(vou).

Démonstration. On dispose d’un diagramme commutatif

L(E) x L(E) () vou L(E)
EX'EXEX'E 'EQE

O,y.x,0) =y (x)(y,0)

qui nous donne tr(vou) = @(y)y(x) quand u et v proviennent de (x, ¢) et (y, ¥) respectivement.
Le cas général s’obtient par linéarité. |
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Remarque 1. De maniere équivalente, la proposition nous dit que si A,B € M, (K), alors
tr(AB) = tr(BA). Ca se démontre aussi directement : si A := [q; j|, B := [b; j] et AB := [c; j],
on a

n
Vi,k: 1,...,1’1, Cik = Za,’,jbj7k
i=1

si bien que
n

tr(AB) = Zci,i = Z Z aijbji
~ .

n
i= i=1j=1
qui est une formule symétrique en A et B.
2. Afin de définir la trace d’un endomorphisme, on aurait aussi pu définir d’abord la trace

d’une matrice, puis montrer la commutativité, et 1’ utiliser pour montrer que deux matrices
semblables ont la méme trace :

tr(P~'AP) = r(PP™'A) = tr(IA) = tr(A).

Proposition 5.3.5 Soient E un espace vectoriel de dimension finie, u € L(E), E’ un sous-espace
vectoriel de E stable par u et u’ € L(E"),u” € L(E/E’) les applications induites. On a alors

tr(u) = tr(u') + tr(u”).

Démonstration. Exercice. [ |

5.4 Puissance extérieure
On utilise ici librement I’extension du produit tensoriel a un nombre fini de facteurs (au lieu de
seulement deux).

Définition 5.4.1 Si E est un espace vectoriel, alors la k-eme puissance tensorielle de E est

QFE=E®---QF.
—_———
k fois

Remarque 1. Tout élément de ®*E est donc somme de fenseurs x; @ - - - @ xj avec Xy, ..., X €
E, ceux-ci étant soumis a des relations de linéarité (que 1’on peut expliciter).
2. On dispose d’une application multilinéaire universelle

Ex---xE—=®E, (xi,....5)~x® - @x.

3. Comme conséquence de la proposition 5.2.4 (base d’un produit tensoriel), on voit que si
P := (e;)ier est une base de E, alors la famille des ep(1) @ @ ey avec f 1k — 1, est
une base de ®*E. On préfere travailler ici avec des applications k := {1,...,k} — I plutdt
qu’avec des k-uples d’éléments de I pour des raisons qui devraient €tre claires plus tard.

4. Siona, pourtouti=1,...,k, x; =} jcsa; jej, on peut méme €crire explicitement

x1®"'®xk:Zal,jej®'“®zak,jej
Jjel jel

= Y aip) g ern) @ Qepg-
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Définition 5.4.2 Soit E un espace vectoriel. La k-eme puissance extérieure de E est le quotient
AFE de @*E par le sous-espace vectoriel engendré par tous les tenseurs x; ® - - - ® Xz pour
lesquels il existe i # j avec x; = x;.

On posera
k

XA\ AXg ::x1®---®xk€/\E.

Remarque 1. Par définition, tout élément de /\k E est somme d’éléments de la forme x; A --- A
X avec xp,...,x; € E, et on dispose de relations de linéarité comme pour les puissances
tensorielles. De plus, on a x; A--- Ax; = 0 lorsqu’il existe i # j avec x; = x;.

2. On définit aussi la k-eme puissance symétrigue de E en prenant le quotient SE par le sous-
espace vectoriel engendré par tous les xg (1) @+ @ Xg() — (—1)°x1 @ -+ @ x; avec 0 € S
(et on peut se limiter aux transpositions). On note alors tout simplement

X1 ... Xk ::x1®~-®xk€SkE

On dispose de nouveau d’une propriété universelle :

Proposition 5.4.3 Si E est un espace vectoriel, alors I’application

k
E><---><E—>/\E, (X1 e ey X)) XA AXg

est multilinéaire alternée et si @ : E x --- X E — F est une application k-linéaire alternée, alors il
existe une unique application linéaire A¥E — F rendant commutatif le diagramme

ExxE%F

-
—~
—~
-
—~
—~

AE.”

Démonstration. On utilise la propriété universelle de la puissance tensorielle ainsi que celle du
quotient (exercice). |

Remarque 1. On voit de méme que les puissances symétriques sont universelles pour les
applications multilinéaires symétriques.
2. On a en fait un isomorphisme

k k

A\L(E,F) ~L(\E,F)

(et un résultat analogue pour les puissances symétriques).
3. Puisqu’une application multilinéaire alternée est toujours antisymétrique, on voit que si
O € .%, on aura toujours

Xo() N NXg(k) = (—I)le A A Xg.

4. On peut montrer que, si E est de dimension finie, on a un isomorphisme

NE = N('E,K)
XA AX — (@1, .., Q) — Q1 (x1) - Prxx)

qui permet d’utiliser un espace d’applications multilinéaires alternées a la place de celui des
puissances extérieures.
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5. Comme conséquence de la propriété universelle, on voit que toute application linéaire
u : E — F fournit une application linéaire

kook k
/\u:/\E—>/\F7 XA Axg = u(x) A Au(xg).

Bien siir, si on se donne une autre application linéaire v : F — G, on aura

k

k k
/\(vou) :/\vo/\u.

Lemme 5.4.4 Soit E un espace vectoriel. Si xy,...,x; € E sont liés, alors x; A--- Axx = 0.

Démonstration. Par hypothese, il existe i € {1,...,k} tels que x; =} +;a;x; et on aura donc

x1/\-~/\xk:x1/\~-/\x,-_1/\Zajxj/\xi+1/\'~-/\xk

J#i
= Zajxl N AX L AXGAX T N s A Xy
VEal
=0. |

Remarque Afin de démontrer le prochain lemme, rappelons que I’on dispose du groupe alterné
7, qui est le sous-groupe de ., formé des permutations paires (c’est le noyau de la signature). De
plus, si T est une transposition, on a une union disjointe

S = AU A, T

(autrement dit, <7, T est exactement 1’ensemble des permutations impaires).

Lemme 5.4.5 Si (ey,...,e,) estune base d’un espace vectoriel E, alors le noyau de 1’application
canonique 7 : ®"E — A"E a pour base

— leses) @ ey, avec f & Sy et

— leses(1)®@ - Regm — (—1)°e1® - ®e, avec 6 € 7, \ {Id}.

Démonstration. Pour f:n— n,onpose ey := e 1) & - Qep(,. Puisque I"application canonique
E x---x E — \"E est alternée on a toujours e, € ker 7 si f n’est pas injective. De plus, comme
une application alternée est antisymétrique, on a aussi ez — (—1)%ejg € kerw si ¢ € .. On voit
aussi aisément que les ey avec f non injective et les ez — (—1)%erq avec 6 # 1 sont linéairement
indépendants (exercice).

Donnons nous maintenant x; ® - - - ® x, € ®"E et supposons qu’il existe i < j tel que x; = x;.
On écrit pour tout u = 1,...,n, x, = Y.1_; a e, si bien que

X1®®xn: Z al,f(l)"'an,f(n) ef+ Z a170'(1)"‘al176(n) €.
£, o

On remarque maintenant que, si T désigne la transposition qui échange i et j, on a

Ijl Ay.o(u) = Ijl Ayo(t(u))-

En effet, si u # i, j, on a a,, () = Gy o(z(u)) €t d’autre part a; 5y = a; (z(j)) (€t symétriquement)
puisque x; = Xx;.



5.4 Puissance extérieure Q7

Puisque I’on dispose d’une union disjointe ., = .47, U %, 7, on voit donc que

Z a1,6(1) -+ 9n,6(n) €o

ceSy

= Z al,c(l)---an,c(n)(eo +eo1)

cEe,

et il suffit pour conclure de noter que

Remarque Plus généralement, on montre exactement de la méme facon que le noyau de 1’ap-
plication canonique 7 : ®*E — AXE a pour base les e £(1) ® - @epy) avec f non injective et les
efo(1) @ ®ep(a)) — (—1)%ep1) @+ @ey) avec f strictement croissante et o € 7% \ {Id}.

Théoreme 5.4.6 Si E est un espace vectoriel de dimension finie, alors AY™E E est une droite.
Plus précisément, si (ej,...,e,) est une base de E, alors ej A --- A e, est une base de \"E.

Démonstration. 1l suffit de remarquer que, grace au lemme, e; ® - - - ® e,, est une base d’un supplé-
mentaire du noyau de 7 : Q"E — A\"E. |

Remarque 1. On voit donc qu’on associe a la base 28 un isomorphisme

n
Kz/\E, ar—aeN---Ney.

2. Plus généralement, on aura

dim/k\E - (Z) :

si (eq,...,e,) est une base de E, alors les er1) N\ Negpy avee f 1k — n strictement
croissante, forment une base de \*E.

3. On peut aussi montrer que les e’fl .. .e',‘l" avec ki,...,k, € Netk; + -+ k, = k forment une
base de S¥(E) (penser aux polyndmes en 7 variables de degré total k).

Proposition 5.4.7 Soient E un espace vectoriel de dimension finie et # : E — F une application

linéaire. Si AY™ME i =£ 0, alors u est injective.
Démonstration. On se donne une base & := (ey,...,e,) de E. Dire que u n’est pas injective signifie
que u(ey),...,u(e,) sont liés si bien que, par le lemme 5.4.4, on aura

n

/\u(el/\---/\en):u(el)/\'--/\u(en):O. [ |

Proposition 5.4.8 Soient E un espace vectoriel de dimension n et E/ un sous-espace vectoriel
de dimension n’ de E. On dispose alors d’un isomorphisme

~

/\ﬂ/ E/ ® /\n—n/ E/E/ /\I‘ZE

(XIA - AXpy) @ (Xprag Av - AXy) —>= X1 A=+ AXy.
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Démonstration. 1l faut s’assurer que cette application est bien définie (la linéarité étant immédiate).
Or si x; € E' pour k > n/, alors xi,. .., x,,x; sont tous dans E’, et donc liés car dimE’ = r/, et on a
alors nécessairement xj A - - - Ax;,, = 0. Cela implique que I’image d’un élément ne dépend que de
Xy et pas de x; en général. Il faut aussi s’assurer que cette application est bien un isomorphisme. Or,

on peut toujours compléter une base (e, ..., e, ) de E' en une base (ey,...,e,) de E et on voit alors
que notre application envoie la base (ej A---Aey) @ (€1 A---Ne,)de N" E'@ N E/E’ sur
labase ey A---Ne, de N'E. [ |

Proposition 5.4.9 Si E est un espace vectoriel de dimension 7, on dispose d’un isomorphisme

((pl/\.../\(pn)|—>(x1/\--'/\xn'—>(Pl(xl)--'(Pn(xn))'

Démonstration. L’ existence de 1’application résulte des propriétés universelles et si on choisit une
base (ey,...,e,) de E, alors la base ‘e; A--- A'e, est envoyée sur la base ’(e; A Aey). [ |

5.5 Déterminant
Dans cette section, on suppose que tous les espaces vectoriels sont de dimension finie.

Définition 5.5.1 Soient E un espace de vectoriel de dimension n et % une base de E. Alors, le
déterminant associé a la base Z est I’application composée

n
det:EX---xE— /\E~K,
e A

ou la premiere fleche est I’application canonique et la seconde est I’inverse de 1’isomorphisme
associé a la base 4.

Remarque Par définition, si # := (ey,...,e,) et xy,...,x, € E, alors detg(xy,...,x,) est 'unique
élément de K tel que
XIA - AXy :d&%t(xl,...,xn) e1N--Ney,.

Proposition 5.5.2 Si E est un espace vectoriel de dimension n et %8 une base de E, alors det gz
est une une forme n-linéaire alternée. De plus, si % := (ey,...,e,) et pour tout i = 1,...,n,
X; = ajiei+ - +djpep, 0N a

d%t(xl,...,xn) = Z (—1)061176(1)...61,1’6(").
oces,

Démonstration. Pour obtenir la premiere assertion, il suffit de rappeler que le déterminant est la
composée d’une application multilinéaire alternée et d’une application linéaire. Pour démontrer la
seconde, on rappelle d’abord que, par multilinéarité, on a

XIA - AXy = Z ay f(1) -+ - An,f(n) ef(l)/\"'/\ef(n)‘

fin—n

Comme I"application est alternée, si f € ., on a nécessairement e (1) A -+ A e,y = 0. Et comme
une application alternée est antisymétrique, si 6 € ., alors eg() A+ Aeg(y) = (=D)% A A
e,. |
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Remarque On en déduit immédiatement I’effet des opérations élémentaires sur les déterminants :
1. Multiplier un vecteur par un scalaire revient a multiplier le déterminant par ce méme scalaire,
2. Echanger deux vecteurs revient a changer le signe du déterminant,
3. Ajouter a un vecteur un multiple d’un autre vecteur ne change pas le déterminant.

Définition 5.5.3 Soient E un espace vectoriel de dimension n et u € L(E). Alors, le déterminant
de u est la composante det(«) de A" u dans la base canonique de L(A\"E).

Remarque 1. Par définition, det(u) est I’'unique élément de K tel que si xy,...,x, € E, alors
u(xp) A Au(x,) = det(u)xg A Axy.

2. Comme ce fut le cas pour sa trace, nous voyons donc que le déterminant d’un endomorphisme
ne dépend pas du choix de la base (contrairement au déterminant d’une famille de vecteurs).
3. Si A est une base de E, on aura

det(u) = det(u(2)).

4. Si A = [a; ;] est la matrice de u dans la base %, on aura

det(u) = Z (—l)calﬁ(l)...anﬁ(n).

cec.Y,

5. On définit le déterminant d’une matrice A € M,,(K) comme étant le déterminant de 1’applica-
tion linéaire u € L(K") qui lui est associée. C’est aussi le déterminant des vecteurs colonnes
de A.

6. Puisque le déterminant ne dépend pas de la base, voit que si A et A’ sont des matrices
semblables, alors det(A) = det(A”).

Proposition 5.5.4 Soit E un espace vectoriel (de dimension finie). Alors,
1. siu,v € L(E), on a det(uov) = det(u)det(v),
2. Siu e L(E), alors u € GL(E) si et seulement si detu # 0, et alors

1
det(u™') = ——.
™) det(u)
Démonstration. 1. Résulte immédiatement du fait que A" (uov) = A"uo \"v.

2. Si u est inversible, on a det(u)det(u~!) = det(uou~") = det(Idg) = 1. Cela montre que
det(u) # 0 et on obtient bien la formule annoncée. Réciproquement, il résulte du lemme 5.4.7
que si detu # 0, alors u est injective et ¢’est donc nécessairement un automorphisme.  H

Remarque 1. On dispose donc d’un morphisme multiplicatif det : L(E) — K, qui induit un
morphisme de groupes GL(E) — K*, dont le noyau est le sous-groupe

SL(E) ={u € L(E) / det(u) =1}.

2. Si on travaille sur un anneau, il faut remplacer la condition det(u) # O par la condition det(u)
inversible. Et de méme ci-dessous pour les matrices.
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Corollaire 555 1. SiA,B € M, (K), alors det(AB) = det(A) det(B).
2. SiA€M,(K),onaA € GL,(K) < det(A) # 0, et alors det(A~!) = det(A) 1.

Démonstration. [ |

Remarque 1. Comme pour la trace, on aurait pu procéder a I’envers : définir d’abord le
déterminant d’une matrice, montrer la formule det(AB) = det(A)det(B) par un calcul, en
déduire que deux matrices semblables ont le méme déterminant, puis utiliser cela pour définir
le déterminant d’une application linéaire, etc.

2. Notons que I’on a encore ici un morphisme multiplicatif det : M,,(K) — K qui induit un
morphisme de groupes GL,(K) — K* dont le noyau est le sous-groupe

SL,(K) = {A € M,(K)) / det(4) = 1}.

Corollaire 5.5.6 Soit E un espace vectoriel de dimension » muni d’une base #. Alors, x1, ... ,x, €
E forment une base de E si et seulement si detg(xy,...,x,) #0.
Démonstration. |

Proposition 5.5.7 Soient E un espace vectoriel (de dimension finie), u € L(E), E’ un sous-
espace vectoriel de E stable par u et u’ € L(E"),u" € L(E/E') les applications induites. On a
alors

det(u) = det(u') det(u”).

Démonstration. Résulte facilement de la proposition 5.4.8. Les détails sont laissés en exercice. H

Remarque 1. On en déduit le calcul d’un déterminant triangulaire par blocs : si

A %
A = |: O A// :| I
alors det(A) = det(A’) det(A”).
2. On peut aussi montrer directement cette égalité a partir de la formule du déterminant. En
effet, on a ¢;; = 0 pour i > n’ et j <n'. On en déduit que aig(1)---no(n = 0 sauf si
oc({l,...,n"}) c{l,....,n' eta({n +1,...,n}) C{n +1,...,n}. On désigne alors par ¢’

la restriction de 6 a {1,...,n'} eton pose 6" (i) = 6(n'+i) —i pour i = 1,...,n”. On voit
donc que
6/ 6//
det(A) = Z (—1) (—1) ay,6/(1) -+ O &' () O+ 1,0/ +6" (1) - - - A+ 1 +6" (")
0"65/7"/.,0'"65/7”//
6/ GN
= Z (—1) al’cl(l) .. .an/ﬁ/(n/) Z (—1) an/+17n/+6//(1) .. .an/+n//7n/+6//(n//)
O"Eé”n/ 6”6,7;,//

= det(A") det(A”).
3. Comme conséquence, on voit que le déterminant d’une matrice triangulaire est égal au
produit des éléments diagonaux :
al * e *

o . .o
det =ap--a.
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Proposition 5.5.8 Si E est un espace vectoriel (de dimension finie) et u € L(E), on a

det('u) = det(u).

, on. A .. 49, . . . . _
Démonstration. Grace a la proposition 5.4.9, 1’assertion se rameéne facilement au cas dimE = 1
qui se vérifie a la main. Les détails sont de nouveau laissés en exercice. |

Remarque 1. Comme cas particulier, on voit que si A est une matrice carrée, alors
det("A) = det(A).

2. On peut bien stir montrer directement ce résultat en remarquant que la bijection o <> o~ ! de
-7, sur lui méme fournit une égalité

1
det(A) = Z (—1)6 ay-1(1) -+ Ano-(n) = Z (—1)000(1)71 Qg (n) -
ceSy ceSy

Définition 5.5.9 Si A € M, (K), on dit que
a; j = det(A+1; ;) —det(A)

est un cofacteur de A et que la matrice A" := [a; ] est la comatrice de A.

Remarque 1. Sionnote Cy,...,C, (resp. 1;,...,1,) les colonnes de A (resp. de I), on aura

agvj:Cl/\“'/\CFI/\Ci+1j/\ci+l/\"‘Cn—cl/\'-'/\cn
=C A NGy ANLACi A+ NGy

2. En pratique, le cofacteur s’obtient en effacant la i-eme ligne et la j-€éme colonne et en
multipliant par (—1)"*/,

Proposition 5.5.10 — Formules de Laplace. Si A est une matrice carrée et A’ sa comatrice,
on a

A'A" ="A'A = det(A)I.

Démonstration. Exercice. [ |

Remarque 1. Sionpose A := [a; ;] et A" :=[a; ], alors les formules de Laplace disent que
Vie{l,...,n}, a,-71a§71 + - —l—a,-ﬁa?’n = a17,-a/17,~ + .- —}-an,ia;’i = det(A)

et
ViZje{l,...,n}, ap1di\+ - +apnd;,=ad, j+ - +ana,; =0
J PR 5 1451 iintjn — €Ll j n,illy j — Y-

j?n
2. En particulier, les formules de Laplace permettent de développer un déterminant le long
d’une ligne ou d’une colonne.
3. SiA € GL,(K) et A’ désigne sa comatrice, alors

1
—1 t Al
= A
det(A)
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5.6 Exercices
Exercice 5.1 1. Montrer que si E est un espace vectoriel, alors I’application canonique

E x'E — K est une forme bilinéaire.

Montrer que le produit scalaire usuel est une forme bilinéaire symétrique sur K”.
Montrer que le produit vectoriel est une application bilinéaire alternée sur K°.

Montrer que le produit est bilinéaire sur une algebre, et qu’il est symétrique si et seulement
si I’algebre est commutative.

Montrer que la composition des applications linéaires est bilinéaire.

Montrer que I’application (f,g) — fol f(t)g(r)dt est une forme bilinéaire symétrique sur
% ([0,1],R).

Ll

SN

Exercice 5.2 Montrer que si E est un espace vectoriel sur K avec Car(K) # 2, on a un isomor-
phisme
LZ(E7F) = SZ(E7F) @AZ(EaF)

(on pourra considérer la symétrie s définie par s(®)(x,y) = D(y,x)).

Exercice 5.3 1. Montrer que si @ : E X --- X E — F est une application multilinéaire
symétrique et u : E' — E est une application linéaire, alors I’application multilinéaire
composée P o (u X --- X u) est aussi symétrique.

2. En déduire que si E’ est un sous-espace de E, alors la restriction de ® 3 E' x --- x E’ est
aussi symétrique.

3. Montrer que si u : F — F’ est une application linéaire alors I’application multilinéaire
composée u o P est aussi symétrique.

4. Mémes questions avec « antisymétrique » ou « alternée » au lieu de « symétrique ».

Exercice 5.4 1. Etablir des isomorphismes
K®RkE~E, FQkE~EQkF et (EQxF)®kG~EQRk(F®kG)

lorsque E, F et G sont des espaces vectoriels sur K.
2. Montrer que si E = @gegEj, alors Gses(Es @k F) ~ E Qg F.
3. Montrer que si E’ est un sous-espace vectoriel de E, alors E’ ®g F est un sous-espace
vectoriel de E Qg F etque (EQk F)/(E'®@x F) ~E/E'®QkF.
4. Etablir un isomorphisme 'E @k 'F ~'(E @ F) quand E et F sont de dimension finie.

Exercice 5.5 On rappelle qu’une extension L du corps K est une K-algebre qui est un corps.
1. Montrer que si E est un K-espace vectoriel, il existe une unique structure de L-espace
vectoriel sur L@k E telle que a(f®x) =of @xsio,f € Letx €E.
2. Montrer que si (e;);c; est une base de E sur K, alors (1 ® e;);c; est une base de L@k E
sur L.
3. En déduire que dim; (L ®g E) = dimg E.

Exercice 5.6 Montrer que si les familles (u;);cs et (v;) jes sont libres dans E et F respective-
ment, alors (u; ®v j) ic1,jes est une famille libre de E @k F. En déduire que si u® v = 0, alors
u=0ouv=0.

Exercice 5.7 1. Montrer qu’il existe un unique isomorphisme de R-espaces vectoriels
C®rC~CxC,z1 ®2 +— (2122,21Z2) (on pourra choisir une base de chaque coté et
expliciter la matrice).

2. A quoi correspond la conjugaison complexe sous 1’isomorphisme naturel ‘C ®g C ~
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I EndR(C).

Exercice 5.8 Soit E un espace vectoriel de dimension finie n. Que valent Tr(Idg ) ? Quelle est
la trace d’une projection sur un sous-espace F' de dimension m ? d’une symétrie par rapport a
F ? d’une transvection ? Mémes questions a propos du déterminant.

Exercice 5.9 Quelle est la trace d’une rotation d’angle 6 dans R?? d’une rotation d’angle 6 et
d’axe A dans R®? Mémes questions a propos du déterminant.

Exercice 5.10 On considere z € C comme un endomorphisme du R-espace vectoriel C (via la
multiplication par z). Que valent tr(z) et det(z) ?

Exercice 5.11 Montrer par un exemple qu’on a pas toujours tr(zov) = tr(u)tr(v) ni det(u+v) =
detu + detv.

I Exercice 5.12 Montrer qu’en posant @4 (B) = tr(AB), on obtient un isomorphisme
M, (K) ~'M,(K), A+~ @a.
| Exercice 5.13 Démontrer les formules de Laplace (proposition 5.5.10).

Exercice 5.14 Calculer pour tout n > 2

0 v 0 0 a x 0 0 a
x Doan 0 ..o
An;: 0 .. -l puis Fn:: : 0
: 0o o -+ 0 x a
0 0 X 611 an al X

Exercice 5.15 On veut calculer

M b b
A= f
b
a a A,
avec a # b. Montrer que
M+X b+X - b+X
AX) = a+X
: . b+X
a+X - a+X M+X

est un polyndme de degré (au plus) 1. Calculer A(—a) et A(—b). En déduire A.






On fixe un corps de scalaires K.

6.1 Polynébme annulateur

Définition 6.1.1 Soient L une algebre et u € L. On dit que P € K[T] est un polynéme annulateur
de u si P(u) =0.

Exemple 72+ 1 est un polyndme annulateur de [ _Ol (1) ] eEM(K) :

ool S ol V=l o)

Remarque 1. Sion se donne u € L, on peut considérer le morphisme d’algebres
®:K[T|—-L, P+ Pu). (6.1)

On voit donc que P est un polyndme annulateur de u si et seulement si P € ker®.
2. Le noyau d’un morphisme d’anneaux est un idéal. Il suit que les polyndmes annulateurs de u
forment un idéal.

Lemme 6.1.2 Si L est une algebre de dimension finie et u € L, alors il existe un polyndme
annulateur non nul pour u.

Démonstration. En appliquant le théoréme du rang au morphisme (6.1), on voit que
dimK|[T]| = dimker ® + dimim ®.

Comme K|[T] est de dimension infinie mais que dimim® < dim L est finie, on voit que ker ® est de
dimension infinie, et en particulier, ker® # {0}. |
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Remarque Si E est un espace vectoriel de dimension n, alors L(E) est une algebre de dimension
n? et le lemme s’applique. Il en va bien sir aussi de méme pour M, (K).

Proposition 6.1.3 Si L est une K-algebre et u € L, il existe un unique polynéme unitaire L, tel
que les polyndmes annulateurs de u soient les multiples de . Si L est de dimension finie, alors
U, est le polyndme unitaire annulateur non nul de plus bas degré.

Démonstration. En effet, tout idéal non nul de K[T] est de la forme (M) pour un unique M unitaire.
Et M est le polyndme unitaire non nul de plus bas degré dans 1’idéal si ce dernier n’est pas nul. W

[ Définition 6.1.4 On dit alors que L, est le polynéme minimal de u.

Exemple 772+ 1 est le polyndme minimal de [ _01 (1) ] € My (K).

Définition 6.1.5 Si E est un espace vectoriel de dimension finie et u € L(E), alors le polynéme
caractéristique de u est
X :=det(TIdg —u) € K[T].

Remarque 1. Plus précisément, il faut remarquer que K[7] ® E est naturellement un K|[7T']-
module et poser ,, := detg (7| (T1dg () @ Idg — Idgr) @u).
2. Si K est infini, on peut procéder autrement : poser pour chaque a € K, x,(a) := det(aldg —
u) € K et montrer que 1’application ainsi obtenue est polynomiale.
3. On peut aussi choisir une base % de E et poser brutalement

xoi=Y, (=1° [] (—aiew) I (T—aiow)

e,y o(i)#i o(i)=i

si [u] = [a; ]} ;—;- 11 faut alors s’assurer que la définition est indépendante de la base.

4. Bien siir, comme d’habitude, le polynéme caractéristique d’une matrice carrée A est par
définition le polyndme caractéristique de 1I’endomorphisme u de K" associé a A.

5. Attention, on rencontre aussi parfois la définition ¥, := det(u — T'1dg) qui différe de la notre
par un signe en dimension impaire.

6. En développant, on voit que 1’on a (avec notre définition)

K =T"—te(@)T" " 4+ (—1)"det(u).

Théoreme 6.1.6 — de Cayley-Hamilton. Soient E un espace vectoriel de dimension finie et
u € L(E). Alors, le polyndme caractéristique de u est un polyndme annulateur de u.

Démonstration. On choisit une base afin de se ramener a 1’énoncé analogue avec des matrices.
Soient donc A une matrice carrée d’ordre n et x(7) son polyndme caractéristique. Si on désigne
par B(T') la transposée de la comatrice de 71 — A, on a

B(T)(TI—A) = x(T)I. (6.2)
11 suffit alors de substituer A a T'. [ |

Remarque 1. Remarquons que 1’égalité (6.2) a lieu dans ’anneau de matrices M, (K[T]),
que I’on identifie avec 1’anneau des polynémes M, (K)[T]. On utilise ensuite la propriété
universelle de 1’anneau des polynémes (qui est aussi valide sur I’anneau non commutatif
M, (K)).
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2. Alternativement, si on pose B(T) = Y. B;T" et x(T) = Y.a;T', et qu’on développe le premier
terme de 1’égalité (6.2), on obtient pour chaque indice i, B;_; — B;A = a;l. Ensuite, si on
multiplie par A/, qu’on additionne et qu’on factorise, on obtient B(A)(A —A) = x(A).

Proposition 6.1.7 Soient E un espace vectoriel de dimension finie, u € L(E) et E' C E un
sous-espace vectoriel stable par u. On désigne par v’ € L(E") et u” € L(E/E’) les applications
induites. Alors,

1. Xu = XuwXu et en particulier X/, X | Xus

20 Wy s My | Hy-

Démonstration. 1. Résulte immédiatement de la proposition 5.5.7.
2. Tl suffit de remarquer que Y, est un polyndme annulateur de u’ et de u”.

Remarque 1. En terme de matrices, on voit que si

/
A= [ f(‘) 1:,, ] ,
alors Ya = xarXar €t tar, tar | Pa.

2. Comme cas particulier de la proposition, on voit aussi que si u; € L(E}) et uy € L(E3), alors
Koy <y = Xy Xups €6 My s Wy, | . En termes de matrices, ¢a correspond au cas ou le bloc
supérieur droit aussi est nul.

3. Attention cependant, on a U, # W, W, en général. Prenons par exemple

1 0
(b 9]

avec A’ =A"” =1.Onadonc s = Uy = tyr =T — 1 mais (T —1)> AT — 1.

Lemme 6.1.8 — des noyaux. Soient Py,...,P, € K[T| premiers entre eux deux a deux et
P:=P;...P. SiE est un espace vectoriel de dimension finie et u € L(E), alors

kerP(u) ~kerP,(u) @ --- & kerP(u).

De plus, les projections associées sont polynomiales en u.

Démonstration. Par récurrence, on peut se ramener au cas r = 2 (exercice). Posons alors Ep :=
kerP(u),E; :=kerP;(u), E, :=ker P»(u). Puisque P = P P>, on voit que E}, E; C E et on désignera
par i) et iy les applications d’inclusion. Le théoreme de Bézout affirme qu’il existe Q1,0> € K|[T|
tels que

O P +01P=1.
Puisque P QP> = Q1 P, on voit que (QP>)(u) induit une application (linéaire) p; : Ey — E;. Et
on obtient symétriquement une application p» : Ey — E,. On vérifie aisément (exercice) que

proit=Id, pyoir=Id, piroia=0, paoiy=0 et ijop+iropy=1Id,
et il suit que nous disposons bien d’une somme directe. |

Remarque 1. Dans le cas ou P est un polyndme annulateur de E (par exemple le polynéme
minimal ou le polyndme caractéristique), on obtient

E ~kerP(u)®---dkerP.(u).
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2. Comme K|[T] est factoriel, si P est un polyndme quelconque, on peut toujours écrire P =
P{" '...P" avec Py,..., P, irréductibles, et on aura donc

ker P(u) ~ker P (u)™ @--- @ker P.(u)™.

3. Si P et Q sont deux polyndmes quelconques, alors ker P(u) est toujours stable par Q(u)
puisque K[T'| est commutatif. En particulier, on voit que dans le lemme, aussi bien ker P(u)
que tous les ker P;(u) sont stables par u.

4. Cette derniere remarque peut étre reformulée en disant que le lemme des noyaux donne une
décomposition en somme directe de K[7T']-modules (et pas seulement d’espaces vectoriels).

Exemple Si p est une projection (resp. s est une symétrie), on peut considérer le polyndme
T—T?>=T(—T) (tesp. 1 —=T? = (1 —T)(1+T)) et on retrouve la décomposition en somme
directe

E =kerp@®ker(Id—p) (resp. E =ker(Id—s)@ker(Id+ys)).

Diagonalisation
Définition 6.2.1 1. Une matrice carrée A := [a; ;] est diagonale si a; ; = 0 pour i # j.
2. Un endomorphisme u d’un espace vectoriel E de dimension finie est diagonalisable dans
une base A de E si [u] 4 est diagonale.

Remarque On dira qu’une matrice carrée A est diagonalisable si I’endomorphisme u de K"
correspondant est diagonalisable. Cela signifie que A est semblable a une matrice diagonale D. En
d’autres termes, il existe P inversible et D diagonale telles que A = PDP~!.

Exemple La matrice { ] n’est pas diagonalisable sur R (mais elle I’est sur C).

-1 0

Définition 6.2.2 Soit u un endomorphisme d’un espace vectoriel de dimension finie E.
1. Siu(x) =axavecx € E\ {0} eta € K, on dit que a est une valeur propre pour u et que x
est un vecteur propre pour a.
2. Sia € K, on pose
E, :=ker(aldg —u),

et on dit que E, est un sous-espace propre si E, # {0}.

Remarque 1. Par définition, on a x € E, < u(x) = ax.
2. E, est un sous-espace vectoriel de E qui est stable par u : si x € E, alors u(x) € E,.
3. Comme E, est stable par u, on peut considérer I’endomorphisme induit u, et on a u, —aldg, =
0 si bien que T — a est un polyndme annulateur de u,,.

Exemple 1. Si Z est une base formée de vecteurs propres eq,...,e, de u, on peut écrire pour
touti=1,...,n, u(e;) = a;e; et la matrice de u dans la base # est diagonale :
a 0 0
0
A=
0
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Réciproquement, si on se donne une telle matrice diagonale A, et (xj,...,x,) € K", on aura
Alx]| =alx] &Vi=1,...,n, aix;=ax;
<Vi=1,...,n, ag=a ou x;=0
On voit donc que les valeurs propres de A sont ay,...,a, et que pour touti =1,...,n, le

vecteur 1; est un vecteur propre pour d;.
2. Si A est une matrice diagonale, on peut réorganiser la diagonale (quitte & permuter les vecteurs
de la base canonique) pour écrire

a 1Im] 0 0
0
A=
: . . 0
0 e 00 aply,
avec ay,...,a, distincts. Les sous espaces propres sont alors

Ey :=Vect(1y,...,1,),...,E, :=Vect(Ly—pm, 11, ..., 1n).
En particulier, on a
E~E @®---®E et ya=(T—a)™ (T —a,)™,

si bien que dimE; = multy, (a;).

Proposition 6.2.3 Soit u un endomorphisme d’un espace vectoriel de dimension finie E. Pour
a € K, les conditions suivantes sont équivalentes :
1. a est une valeur propre pour u,

2. E, # {0},
3. xu(a) =0,
4. w,(a)=0.

Dans ce cas, si x € E, les condition suivantes sont équivalentes :
1. x est un vecteur propre pour 4,
2. xe E,\{0}.

Démonstration. Dire que x est un vecteur propre pour a signifie que x # 0 et que u(x) = ax. Et
cette derniere condition signifie que x € E,. On voit donc que les deux premiére assertions sont
équivalentes et on obtient aussi la derniere propriété.

D’autre part, on sait que ), (a) est non nul si et seulement si aldg — u est bijectif, c’est a dire
injectif, ce qui signifie que son noyau est nul. La troisi¢me assertion est donc aussi équivalente aux
deux premieres. Et elles sont toutes impliquées par la derniere puisque L, | Xu-

Enfin, comme 7 — a est un polynéme annulateur de u, sur E,, on voit que si E, # 0, alors
T —a=u,, | t, et on adonc donc p,(a) = 0. Cela montre que les premieres assertions impliquent
aussi la derniere. |

Remarque La proposition nous dit que le polyndme minimal et le polyndme caractéristique ont
les mé&mes racines et que ces racines sont exactement les valeurs propres de u.
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Théoreme 6.2.4 Soient E un espace vectoriel de dimension finie et u € L(E). Alors, les condi-
tions suivantes sont équivalentes

1. u est diagonalisable,

2. E est somme directe des sous-espaces propres pour u,

3. u, est scindé a racines simples,

4. x, estscindé et, si a est une valeur propre pour u, alors

dimE, = multy, (a).

Démonstration. Soient ay,...,a, les valeurs propres (distinctes) de u et E, ..., E, les sous-espaces
propres associés. Si on applique le lemme des noyaux a

P:=(T—a)--- (T —a,) €K[T],
on voit que
kerP(u) ~E| ®--- D E,.

et on en déduit que E est somme directe de ses sous-espaces propres si et seulement ker P(u) = E,
ce qui signifie que P est un polyndme annulateur de u. On a alors obligatoirement 1, = P grice a la
proposition 6.2.3 et il suit que les conditions du milieu sont équivalentes.

Si u est diagonalisable dans une base %, on sait alors que la derniére condition est satisfaite.
On sait aussi, dans ce cas, que E est somme directe de sous-espaces propres. Réciproquement, si
cette hypothese est satisfaite, il existe une base formée de vecteurs propres et u est diagonalisable
dans cette base.

Enfin, supposons que la derniere assertion soit satisfaite si bien que

X = (T —a)™ (T —a,)"™
avec m; = dim E;. On a alors
dimE;+---+dimE, = degy, = dimFE
etilsuitque £, ®---PE, =E. [ |

Proposition 6.2.5 Soit E un espace vectoriel de dimension finie. Si u € L(E) est diagonalisable
et E’ est un sous-espace stable par u, alors les endomorphismes induits u’ € L(E’) etu” € L(E/E")
sont aussi diagonalisables.

Démonstration. En effet, on sait que | t, et que W, | Wy. [

. . 01 .,
Remarque 1. La réciproque est fausse comme le montre la matrice A := [ 0 0 ] qui n’est

pas diagonalisable.
2. Par contre, si on se donne u; € L(E}) et up, € L(E;), alors u; X uy est diagonalisable si et
seulement si 1 et uy le sont.

Proposition 6.2.6 Soit E un espace vectoriel de dimension finie. Si u,v € L(E) commutent et
sont tous deux diagonalisables, alors il existe une base Z de E dans laquelle les matrices de u et
v sont toutes deux diagonales.

Démonstration. On remarque d’abord que, si a est une valeur propre pour u, alors E, :=ker(ald(E) —
u) est stable par v car u et v commutent. De plus, la restriction v, de v a E, est diagonalisable grice
a la proposition. On choisit alors une base %, de E, dans laquelle la matrice de v est diagonale et
on pose & = U%,. Comme c’est une base formée de vecteurs propres pour u, sa matrice aussi sera
diagonale dans . |
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Endomorphisme nilpotent

Définition 6.3.1 Un élément u d’un anneau L est nilpotent s’il existe m € N tel que u™ = 0. On
dit que u est unipotent si u — 1 est nilpotent.

Exemple Dans M;(K), [ 8 é ] est nilpotent et [ (1) 1 ] est unipotent.

Proposition 6.3.2 Soient E un espace vectoriel de dimension n et u € L(E). Alors, les propriétés
suivantes sont équivalentes

1. u est nilpotent,

2. Il existe m € N tel que 7™ soit un polyndme annulateur de u,

3. Nl existe m € N tel que u, =T,

4, xu=T"

Démonstration. Siu™ =0, on a
(TWdg —u)o (T" Mg +T" *u+-+u" ') = T"Idg — u" = T"1dg.

En considérant les déterminants, on voit donc que y,, := det (T1dg — u) divise 7" = det(T™1dg).
Et comme deg ), = n, on a nécessairement )y, = T". Le reste, trés facile, est laissé en exercice. W

Corollaire 6.3.3 Soient E un espace vectoriel de dimension finie, u € L(E) et E” un sous-espace
stable par u. Alors, u est nilpotent si et seulement si les endomorphismes induits u’ € L(E’) et
u" € L(E/E'") le sont.

Démonstration. En effet, on a X, = X Xu- [ |

Exemple La matrice

o o = O
oS O OO
—‘OH)—‘
S O = =

est nilpotente.

Théoreme 6.3.4 Soient E un espace vectoriel de dimension finie et u € L(E) nilpotent. Alors,
il existe une base (ey,...,e,) de E telle que

Démonstration. Si u = 0, n’importe quelle base fait I’affaire. Sinon, il existe m > 0 et x € E tel
que u™ = 0 et ™! (x) # 0 : il suffit de prendre le plus petit m tel que «™ = 0. On pose alors

Vi=1,....m, e :=u""(x)
Par construction, le sous-espace F := Vect(ey,...,e,) est stable par u. En fait, on a u(e;) =0 et
u(e;) = e;—; pour i > 1. Montrons que (ei,...,e,) est une base de F. Supposons le contraire et

qu’on puisse écrire aje; + - -- +a,e, = 0 avec r minimal. Comme "~ (¢;) = 0 pour i < r et que
u""!(e,) = ey, on aura
~1 -1
0=u""(0)=u"""(aje; +---are,) = are;



112 Chapitre 6. Classification des endomorphismes

Puisque e; := u”~!(x) # 0, on voit que a, = 0. Contradiction.

On considere maintenant ’espace dual ’E et I’application duale ‘u. On a bien stir ("u)” ="u™ =
0. Comme E est de dimension finie, on sait grice au théoréme 4.4.6 que (‘E)° = {0}. Puisque
e1 # 0, on en déduit qu’il existe @ € 'E tel que @(e;) # 0. Et il suit que

W @) (x) = e (x)) = p(er) # 0
si bien que ‘&1 (@) # 0. On voit donc comme ci-dessus, que si on pose

Vi=1,...,m, @:="u""(¢),

alors U := Vect(@y, ..., ®,) est un sous-espace vectoriel de dimension m qui est stable par ‘u. Il
suit formellement que U® est stable par u (exercice).
On a

dimF +dimU° = dimU +dimU° = dimE
et
FAU® = (‘F)° = {0},
puisque les restrictions de @y,..., @, a F sont linéairement indépendantes et forment donc une
base de 'F. On a donc une décomposition en somme directe E ~ F ¢ U° stable par u. Comme nous

avons prouvé le théoréme pour F ci-dessus, on peut conclure par récurrence sur la dimension de
E. |

Remarque 1. Le théoréme nous dit que si on pose, pour tout 7 € N,

o 1 0 --- 0
Ny:=| : o0 | EMA(K),
: .1
[0 o e 0]

alors toute matrice nilpotente est semblable a une matrice diagonale par blocs

N, O -+ 0
0 .
: . .0
o --- 0 N,

2. On a toujours u" (Y a;e;) = Y (e)+0 di€i—r €t il suit que keru” est engendré par les e; qui sont
dans keru'.

3. Les blocs de taille r sont en bijection avec les e; tels que u’(e;) = 0 mais u"~!(e;) # 0.
Cela signifie que e; € keru” \ keru’~!. Le nombre de blocs de taille m est donc exactement
dimkeru” — dimkeru’~! qui ne dépend que de u et pas de la base .

6.4 Trigonalisation

Théoreme 6.4.1 — de Jordan. Soient E un espace vectoriel de dimension finie et u € L(E) a
polyndme caractéristique scindé. Alors, il existe une base (ey,...,e,) de E telle que

a;e;i+e;j_1 ou

Vi=1,...,n, u(e;)= de
1“1
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avecday,...,a, € K. De plus, si u(e;) = a;e; +e;_1, alors a;_1 = a;.

Démonstration. Supposons d’abord qu’il existe a € K tel que u — aldg soit nilpotent sur E. Grace

au théoreéme 6.3.4, il existe donc une base (ej,...,e,) de E telle que
. ei_1ou
Vi=1,....n, u(e)—aej=| "
0,
et on a fini.

En général, on écrit
Xu=(T—a))" (T —a;)™,

et le lemme des noyaux nous fournit une décomposition en somme directe
E~E @ ---®E, avec E;=ker(u—aldg)™.
Chaque E; est stable par u et u — a;1dg est nilpotent sur E,. On est donc ramené au cas précédent. W

Remarque 1. Le théoréme de Jordan nous dit donc que si on pose, pour touta € K et r € N,

[a 1 0 - 0]
Joyi=al,+N,= | : o0 | eMA(K)
_() e e a

(on appelle ca un bloc de Jordan), alors toute matrice dont le polyndme caractéristique est
scindé est semblable a une matrice diagonale par blocs

Jahrl 0 e 0
0 . .
: . . 0
0 Tt 0 Jamarm

(on appelle ¢ca une matrice de Jordan).

2. Les sous-espaces E; = ker(u — a;Idg)™ qui apparaissent dans la décomposition de E ne sont
pas les sous-espaces propres mais les sous-espaces caractéristiques.

3. On obtient ainsi une décomposition, dite de Dunford, u = d + n avec d diagonalisable, n
nilpotent et nd = dn. Nous aurons besoin plus tard du fait que d et n sont polynomiales en u :
cela résulte du fait que, dans le lemme des noyaux, les projections sont polynomiales en u.

Proposition 6.4.2 — de Dunford (additive). Soient £ un espace vectoriel de dimension finie
etu € L(E) a polyndme caractéristique scindé. On peut alors écrire de maniére unique u = d +n
avec d diagonalisable, n nilpotent et nd = dn.

Démonstration. Nous connaissons déja 1’existence d’une telle décomposition et nous pouvons
méme supposer que d et n sont polynomiale en u. On voit aussi aisément que la décomposition est
unique dans le cas u = 0 car on a alors n = —d et qu’une matrice diagonale nilpotente est néces-
sairement nulle. Revenons au cas général et supposons qu’il existe une autre telle décomposition
u=d' +n'. Comme d’ commute avec lui méme et avec n’, il commute avec u, et donc aussi avec d
qui est un polyndme en u. 11 existe alors une base dans laquelle les matrices de d et d’ sont toutes
les deux diagonales. Il suit que la matrice de d — d’ est diagonale. Mais on sait aussi que n’ —n est
nilpotent (si n” = 0 et n”” = 0, alors (n—n')"”" = 0). On est donc ramenés au cas u = 0. [ ]
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Corollaire 6.4.3 — de Dunford multiplicative. Soient E un espace vectoriel de dimension
finie et u € GL(E) a polyndme caractéristique scindé. On peut alors écrire de maniére unique
u = di = id avec d diagonalisable et i unipotent.

Démonstration. L’unicité est immédiate car on aura u = d + n avec d diagonalisable, n :=d —di
nilpotent et nd = dn. Réciproquement, si on part de la décomposition de Dunford additive u = d +n,
on remarque d’abord que, comme detu = detd, on a d inversible et on peut écrire u = di = id avec
i=1Idg+d 'n. |

Remarque Lorsque K = C, tout polyndme est scindé et tous les résultats précédents s’ appliquent
donc sans restriction.
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6.5 Exercices

Exercice 6.1 Soient E un espace vectoriel de dimension n et u € L(E).

1.
2.

Montrer que si m € N, il existe R € K[T|, tel que u™ = R(u).
Montrer que si u € GL(E), il existe P € K[T]-, tel que u~! = P(u).

Exercice 6.2 Soient E un espace vectoriel de dimension finie et u € L(E). Montrer que u €
GL(E) si et seulement 0 n’est pas une valeur propre pour u. En déduire que u € GL(E) si et
seulement si y(0) # O si et seulement si p(0) # 0.

Exercice 6.3 Montrer que si E un espace vectoriel de dimension finie et u € L(E), alors

En déduire une formule pour )4 lorsque A = [ Z b ] .

Exercice 6.4 Montrer que T2 + 1 est un polyndme annulateur de [

Yo =T" —te(u)T" "+ + (—1)" det(u).
d

0 1
1 0 ] Est-ce le po-

lyndme caractéristique, le polyndme minimal ? La matrice est-elle diagonalisable sur R ? sur

c?

Exercice 6.5 Soit E un espace vectoriel de dimension finie.

1.

Montrer qu’un endomorphisme p de E est une projection si et seulement si p est diagona-
lisable et ses valeurs propres sont dans {0, 1}.

(Car(K) # 2) Montrer qu’un endomorphisme s de E est une symétrie si et seulement si s
est diagonalisable et ses valeurs propres sont dans {—1,1}.

11 . . . .
. Montrer que A := [ 0 1 ] est une symétrie sur F, qui n’est pas diagonalisable.

Exercice 6.6 Soient E un espace vectoriel de dimension n sur K, u € L(E), 1 son polyndme
minimal et ¥ son polyndme caractéristique.

1.
2.

6.

Montrer que si x € E, il existe un unique t, € K[T] unitaire tel que P(u)(x) =0 < u, | P.
En déduire un isomorphisme K[T]/ (i) ~ E, := Vect(u*(x),k € N), puis que dimE, =
deg pLy.

En déduire aussi que L, | 1 | x, puis que E = E; si et seulement si y, = g = x. On dit
alors que x est un vecteur cyclique pour u.

Montrer que si E ~ E| & --- B E,, avec les E; stables par u, et six =x;+---+x, estla
décomposition correspondante de x € E, alors i, | iy pour touti =1,...,r.

. Montrer, grice au lemme des noyaux, qu’il existe x € E tel que W, = U (on pourra traiter

d’abord le cas u = P™ avec P irréductible).
En déduire que y = U si et seulement si il existe un vecteur cyclique.

Exercice 6.7 1. Déterminer la forme de Jordan J de A := [ 4 -l ] .

2.
3. Déterminer une matrice de passage P pour A et calculer son inverse.

4.

5. Déterminer le reste dans la division euclidienne de 7" par le polyndme caractéristique de

4 0
Calculer J" pour tout n € N.

Rappeler la formule pour A" et effectuer le calcul.

A, puis substituer A afin de retrouver le résultat précédent par une autre méthode.
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| Exercice 6.8 Résoudre la suite de Fibonacci x,, 15 = x;, + X, 1 en termes de xj et x;.
Exercice 6.9 Déterminer les décompositions de Dunford des matrices

1

1 0

12] [11]
, et 0 10
[01 02 BT

Exercice 6.10 (on pourra s’appuyer sur I’exercice 6.15). On pose

3 2 4
A= -1 3 -1
2 -1 -3

1. Résoudre I’équation différentielle Y’ = AY.
2. Résoudre la suite récurrente X, = AX),.
3. Mé&mes questions avec les matrices

000 —1 2 1 0
8 -1 =5 1 00 0 -1l -2 0 0
-2 3 1 [, -1 1 =1,
4+ 1 010 -2 L o0 o 1 0 0
001 0 0 1 —1

NSRS B ev R aw]
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Exercice 6.11 — TP. Diagonaliser si possible les matrices suivantes

1 -2 =2 1 0 O

et 3 5 4

Exercice 6.12 — TP. Soient

O 10 —10]
A= 11 0 0 s B .= 1 1 -5 s
2 2 01 -1
0010 :
(2 0 4 -4 0 -2
C=|3 -4 12 |, D:= 0 1 0
1 2 s 5 1 3 |

Calculer les polynomes caractéristiques, les valeurs propres et les vecteurs propres des matrices
A, B, C et D. Si possible, les diagonaliser. En déduire celles qui sont inversibles. Exprimez leur
inverse en vous aidant du polyndme caractéristique.

€ Ms(Q)

2

I
oo o
=N e =)
co oo
o8 —~ o
T coo >

est elle diagonalisable ? Déterminer les sous-espaces propres et leur dimension.
Exercice 6.14 — TP. Déterminer la forme de Jordan J ainsi qu’une matrice de passage P pour

-3 23
A=| -6 4 4
-2 1 3

Exercice 6.15 — TP. Déterminer la forme de Jordan J ainsi qu’une matrice de passage P pour
les matrices

302 4 8§ —1 -5

-1 3 -1, | -2 3 1|,

-2 —1 -3 4 -1 —1
000 —1 L 2 1 0 0
100 0 01 g 20000
0L o0 2" |, 1 0 0 2
001 0 0 1 -1 2

‘ Exercice 6.13 —TP. A quelle condition la matrice
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Exercice 6.16 —TP. On considere les matrices suivantes dans Mg(Q) :

-2 0 1 -2 -1 3 1 2 -1 -5 2 5 -2 3 0 5
-9 7 -5 -5 —4 6 4 -1 -1 -3 1 4 1 0 o0 1
0 0 -2 0 00 0 0 —4 6 —4 -3 7 10 -3 -6
A 07 3 5 46 4 -l p_| 2 3 2 0 4 5 2 -3
: -4 1 -3 0 03 3 =3|°"°"T| 4 2 2 1 5 1 -3 21|
-3 14 -6 -9 -8 7 8 -5 0o -1 1 1 -1 1 0 1
5 -11 6 5 5 1 -2 4 -2 3 0 0 2 10 -2 -3
-1 10 -1 -1 1 1 1 1 =9 4 7 -4 -6 2 7
-1 0 -2 2 00 0 0 4 -1 1 =2 =2 1 0 -1
-3 0 -3 2 1.1 0 o0 6 -1 1 -5 -3 20 0
6 0 8 —6 -3 0 3 -3 0 -5 -1 -8 -5 3 2 5
coo| 6 0 7 -5 30 3 -3 p_| 3 -1 1 -1 2 1 0 -1
Tl 7 -1 7 6 4 1 2 c Pl e -8 -2 —12 -7 4 4 6
-5 -1 -4 4 2 2 -1 1 14 -6 -1 —11 -7 5 2 4
3 -1 -2 2 21 0 1 9 —4 2 -7 —4 2 3 4
4 0 5 -4 -3 0 3 —2 0 -5 0 -8 -5 3 2 4
11 -1 1 1 0 -1 -1
01 00 3 1 =3 0
00 1 0 1 1 -1 0
wE_ |0 1T -1 2 10 -1 -1
01 -1 1 2 1 =2 -1
1 1 =102 1 -3 0
01 -1 1 3 1 =3 -1
11 =100 0 -1 1

1. Déterminer le polyndme caractéristique et le polyndme minimal de A. Les factoriser.
Etablir la liste de leurs racines, en précisant lesquelles sont dans Q ou dans C, et comparer
les multiplicités. Mémes questions avec B, C, D et E.

2. Déterminer les sous-espaces propres de A. Comparer pour chacun, leur dimension avec la
multiplicité de la valeur propre correspondante dans le polynéme caractéristique ainsi que
dans le polyndme minimal. M&mes questions avec B, C, D et E.

3. Calculer les noyaux des matrices (E —I)* lorsque k augmente. Observer 1I’évolution de
leur dimension et comparer avec les multiplicités de la valeur propre 1 ainsi qu’avec la
dimension du sous-espace propre associé.

4. Parmi ces cinq matrices, lesquelles sont diagonalisables sur Q ? sur C?
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7.4
7.5
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8.1
8.2
8.3
8.4
8.5
8.6
8.7
8.8

9.1
9.2
9.3
9.4
9.5
9.6

Forme bilinéaire sur un espace vectoriel
Forme bilinéaire symétrique non dégénérée
Forme quadratique

Décomposition d’une forme quadratique
Formes quadratiques complexes et réelles
Exercices

Topologie

Valeur absolue
Norme

Espace de Banach
Algébre de Banach
Exponentielle
Fonction vectorielle
Exercices

Produit scalaire

Espace euclidien

Réduction des matrices symétriques
Forme hermitienne

Espace préhilbertien

Exercices






7.1 Forme bilinéaire sur un espace vectoriel
Définition 7.1.1 Une forme bilinéaire sur un espace vectoriel E est une application

O EXE—=K

telle que
L Vxyz€E, ®(x+yz)=(x2)+P(yz) et Pxy+z)=2(xy)+P(xz2)
2. Vx,ye ENac K, ®(ax,y)=®(x,ay)=ad(x,y)

Remarque 1. Bien sr, il s’agit d’une spécialisation de la définition 5.1.2 d’une application
multilinéaire.
2. Comme nous I’avons montré dans la proposition 5.1.4, nous avons alors a notre disposition
un isomorphisme

L,(E,K) ~L(E,'E), ®<1

entre 1’espace des formes bilinéaires sur E celui des applications linéaires de E vers son dual,
et qui est donné par

D(x,y) =1(y)(x).

On écrira lg pour indiquer que / dépend de @ et on notera aussi parfois ®, : E — K la forme
linéaire partielle donnée par @y (x) = ®(x,y).

3. On peut aussi échanger les facteurs et considérer ’application r : E — 'E donnée par r(x)(y) :
d(x,y) et les formes linéaires partielles (@ : E — K données par ,D(y) = ®(x,y).

4. On appliquera systématiquement a la forme bilinéaire & les notions habituellement utilisées
pour I’application linéaire /. Par exemple, le noyau de ® (aussi appelé radical) sera

ker®:=kerlp ={y € E /Vx € E,®(x,y) =0}.

Etle rang de ® sera rang(®) := rang(lp) si bien que le théoreme du rang s’applique a &.
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5. Si E est de dimension finie, on définit de méme la matrice de la forme bilinéaire ® dans une
base B := (ey,...,e) :
(@5 := [lo]i% = [@(eire;)]
On pourra aussi écrire Matg (). On voit donc que, par définition, le noyau (resp. le rang) de
la forme bilinéaire P est le noyau (resp. le rang) de la matrice [®P)] 4.

Exemple 1. La forme bilinéaire canonique sur K" est définie par

((xlv--'7xn))(y17"°ayn)) ’—”Cl)’l ++xn)’n

Sa matrice dans la base canonique est la matrice unité /, son noyau est nul et son rang est n.
2. Si & est une base ordonnée d’un plan H, alors 1’application dety est une forme bilinéaire

—01 (1) ] , son noyau est nul et elle est de rang 2.
3. Lapplication ®((a,b), (c,d)) = ac — bc — ad + bd définit une forme bilinéaire sur K>. Sa

sur H. Sa matrice dans la base 4 est {

. . 1 e
matrice dans la base canonique est 11 ] . C’est une forme bilinéaire de rang 1 dont

le noyau est la diagonale A.
4. L application (z1,z2) — R(z1z2) définit une forme bilinéaire sur C (vu comme espace vecto-

. . . 1
riel sur R) dont la matrice dans la base canonique est [

0 —1 ] . Elle est de rang 2 (et son

noyau est nul).
5. L’application

e [ e

est une forme bilinéaire sur €°([0, 1],R) dont le noyau est nul (et le rang infini).
6. Si E est un espace vectoriel de dimension finie, I’application (u,v) — tr(u ov) définit une
forme bilinéaire sur L(E). Rang ? Noyau ? Matrice ? Ca devient compliqué.

Remarque SiJ :=[c; ;] € M,(K), alors la forme bilinéaire associée sur K" est donnée par

n
D((x1, ey Xn) (V1yeevsyn)) = Z Ci jXiyj-
ij=1

Proposition 7.1.2 Soient ® une forme bilinéaire sur un espace vectoriel £, u,v : F — E deux
applications linéaires et ¥ := ® o (u x v) la forme bilinéaire composée sur F. On aura alors

l\y:tuolq;ov.

Démonstration. On dispose donc du diagramme commutatif de gauche et on doit montrer que celui
de droite est commutatif :

ExE2 -k, E-*.
D2
ulv v "y

by

FxF F——='F

11 suffit en fait de calculer. On a

(uelpov)(y) ="ullo(v(y) = lo(v(y)) ou

et donc
(uolpov)(y)(x) = lo(v(y))(u(x)) = P(u(x),v(y)) = ¥(x,y). H
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Corollaire 7.1.3 Dans la situation de la proposition, supposons que E et F' soient de dimension
finie et munis de bases & et € respectivement. Désignons les matrices de @, u et v dans ces
bases par J, A et B respectivement. Alors, la matrice de ¥ sera ‘AJB.

Démonstration. [ |

Remarque Comme cas particulier, on peut considérer le cas ou u et v désignent tous les deux
I’inclusion d’un sous-espace vectoriel E’. On obtient alors la restriction PpdePak '. Si B’ est
une base de E’ et qu’on la prolonge en une base 4 de E et si J,J’ désignent les bases de P et D1,

aura
7o [ J x }
* *

Corollaire 7.1.4 Soient ® une forme bilinéaire sur un espace vectoriel £ de dimension finie et
x,y € E.SiJ, X etY désignent les matrices de @, x et y respectivement dans une base % de E,
on a

D(x,y) ="XJY.

Démonstration. 11 suffit de composer ® avec les inclusions iy, iy : K — E. |

Corollaire 7.1.5 Soient ® une forme bilinéaire sur un espace de dimension finie £ et J sa
matrice dans une base Z. Alors, ® est symétrique (resp. antisymétrique) si et seulement si J
I’est.

Démonstration. 11 suffit de remarquer que 'YJX ='("YJX) ='X"JY. [ |

Remarque SidimE = n, on dispose donc d’isomorphismes

SH(E,K) ~SM,(K) et Ay(E,K)~AM,(K).

Corollaire 7.1.6 Soient ® une forme bilinéaire sur un espace de dimension finie £, J sa matrice
dans une base 4, J' sa matrice dans une base %’ et P la matrice de passage. On a alors

J ='PJP.

Démonstration. 11 suffit de considérer I’identité sur E x E en utilisant %’ a gauche et 4 a droite.
|

Remarque S’il existe une matrice inversible P telle que J' = 'PJP, on dit que J et J' sont
congruentes. Attention, ne pas confondre avec semblables A' = P~'AP.

Forme bilinéaire symétrique non dégénérée
[ Définition 7.2.1 Une forme bilinéaire ® est non dégénérée (ou définie) si ker® = 0.

Remarque 1. Cela signifie que donc 1’on a une application injective lg : E < 'E. Fixer ®
revient donc a voir E comme contenu dans 'E. En dimension infinie, cette inclusion sera
toujours stricte (on aura pas égalité).

2. Lorsque E est de dimension finie, on peut utiliser le théoréme du rang et la condition de la
définition est donc équivalente a rang(®P) = dimE. Cela revient aussi a dire que la matrice J
de @ est inversible ou encore que det(J) # 0.
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3. C’est redondant avec ce qui précede, mais il est important de remarquer que se donner une
forme bilinéaire non dégénérée sur un espace vectoriel £ de dimension finie est équivalent a
se donner un isomorphisme entre E et ’E. Fixer ® revient donc a identifier E et son dual.

Exemple 1. La forme bilinéaire canonique sur K" est non dégénérée et fournit 1’identification
habituelle entre K" et son dual :

(ary...,an) < @< Q(x1,...,X,) = aix; + -+ dpXy.

2. La forme bilinéaire (z1,z2) — R(z1z2) est non dégénérée et permet d’identifier C avec son
dual via 1 <> Reti+ —3.
3. L’application

) [ e

est non dégénérée.

Proposition 7.2.2 Soit @ une forme bilinéaire non dégénérée sur un espace vectoriel E de
dimension finie. Si u € L(E), il existe un unique opérateur linéaire u* sur E tel que

Vx,y € E, ®(u(x),y)=®(x,u(y)).

En fait, on a

c’est a dire
Vy€E, lop(y)ou= (lpou”)(y)
et donc finalement ‘uo lp = lp o u*, c’est a dire u* = lqjl o'uolg. D’ou I’existence et 'unicité. M

Définition 7.2.3 Si @ est une forme bilinéaire non dégénérée sur un espace vectoriel E de
dimension finie, alors u* est I’opérateur transposé de u € L(E) relativement a ®.

Corollaire 7.2.4 Soient @ une forme bilinéaire non dégénérée sur un espace vectoriel E de
dimension finie et u € L(E). Si on désigne par J et A les matrices de ® et u respectivement dans
une base %, alors la matrice de u* est A* := J VAJ.

Démonstration. [ |

Remarque 1. On définit la matrice transposée de A € M,(K) relativement a J € GL,(K)
comme étant A* := J~“AJ. Dans le cas J = I, on retrouve bien la définition usuelle.
2. Dans le cas ou K = R, on dit plutdt que u* est I’adjoint de u. Attention cependant que ceci
prend un autre sens lorsque K = C.

Proposition 7.2.5 Si ® est une forme bilinéaire symétrique sur E, elle induit une forme bilinéaire
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symétrique non dégénérée
E/ker® x E/ker® ® K

(f,y) — dD(x,y)

Démonstration. On a toujours une telle forme bilinéaire (exercice) et elle est bien siir symétrique
lorsque @ I’est. Il reste a montrer qu’elle est non dégénérée. Mais on a

Yeker® & Vy e E,®(x,y) =0 xckerd«x=0. W

Remarque 1. Supposons que E soit de dimension finie. Soient % une base de ker®, # une
base de E qui prolonge ¢’ et & la base induite sur E, /ker®. Alors, si on désigne par J (resp.
J) 1a matrice de @ (resp @) dans la base & (resp. %), on a

00
0 J
et J est une matrice symétrique inversible.
2. Dans la proposition, le fait que @ soit symétrique est essentiel pour que P soit non dégénérée

(prendre J = [ 0

0 0 ] comme contre exemple).

Remarque Si®: E x F — K est une forme bilinéaire, on dit que A C E et B C F sont orthogonaux
par rapport a @, et on écrit A L B, si ®(x,y) = 0 pour tout x € A et y € B. On pose aussi

BY:={x€E /VyeB,®(x,y) =0} et tA:={ycF /VxcA ®(xy) =0}

Dans le cas de la forme canonique E x 'E — K, on retrouve notre ancienne définition avec des
notation un peu différentes. Nous allons considérer ci-dessous le cas particulier d’une forme
bilinéaire symétrique sur E.

Définition 7.2.6 Soit ® une forme bilinéaire symétrigue sur E. On dit que A C E est orthogonale
a B C E relativement a ®, et on écrit A L B, si

Vx€eA,¥yeB, P(x,y)=0.

Remarque 1. Comme on suppose que P est symétrique, on voitque A L B< B 1 A.

2. Lorsque B = {y} (resp. A = {x}), on dit que x est orthogonal a B (resp. A est orthogonal a y).
On pose A+ := {x € E,Vy € A,®(x,y) = 0} et on écrit x* lorsque A = {x}.
OnaA LB<ACBY < BCA™.
Al est un sous-espace vectoriel de E et A C A+, De plus, si A C B, alors B+ C A+,
Remarquons aussi que ker® = E*.

AN S

Théoreme 7.2.7 Si ® est une forme bilinéaire symétrique non dégénérée sur un espace vectoriel
E de dimension finie, alors 1’application F — F, sur I’ensemble des sous-espaces vectoriels
de E, est une symétrie qui renverse I’inclusion et échange somme et intersection. De plus, on a
toujours

dimF +dimF* = dimE.

Démonstration. On dispose d’un isomorphisme lg : E ~'E et si U est I'image d’un sous-espace
vectoriel F, alors F+ = U°. Notre assertion résulte donc immédiatement du théoreme 4.4.6 et du
corollaire 4.4.4. |
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Remarque Cette assertion signifie que 1’on a toujours

FH=F (FNR)'=F'+F, (FR+B)'=FnNE e FCheF CF.

Corollaire 7.2.8 Soient ® est une forme bilinéaire symétrique non dégénérée sur un espace
vectoriel £ de dimension finie et ' un sous-espace vectoriel de E. Alors, les conditions suivantes
sont équivalentes

1. @) est non dégénérée,

2. FNF+={0},

3. E=FoFt

Démonstration. En effet, par définition, le noyau de @ est FNF L et le reste suit (exercice). M

Exemple Si on prend ®((x1,x2), (y1,y2) = X1y2 +X2y1 sur E = K? et qu’on considere F := Ox,
on voit que F- = F. Il suit que D, est dégénérée (et donc nulle).

7.3 Forme quadratique
On suppose que Car(K) # 2.

Définition 7.3.1 Une application Q : E — K, ou E est un espace vectoriel, est une forme
quadratique s’il existe une forme bilinéaire symétrique ® sur E, appelée alors polaire de Q,
telle que

Vx€eE, Q(x)=®(x,x).

Exemple 1. Sur K2, on peut considérer :
(@) O(x1,x) = x% —i—x% de polaire ®((x1,x2), (y1,y2)) = x1y1 +x2¥2.
(b) O(x1,xp) = x% —x% de polaire ®((x1,x2), (y1,¥2)) = X1¥1 — X2)2.
(C) Q(xl,xz) = (Xl —X2)2 de polaire CI)((xl,xQ), (yl,yz)) = X1Y1 —X1Yy2 —X2)1 —i—nyz.
2. En géométrie plane, la forme quadratique usuelle est donnée par

O(AB) = AB?.

On pourra illustrer toute la théorie avec cet exemple.
3. Si C est vu comme un espace vectoriel sur R, on peut considérer la forme quadratique
0(z) = |z|*. Via I’affixe d’un point, on retrouve la forme quadratique usuelle sur le plan.

Proposition 7.3.2 Si Q est une forme quadratique, alors sa polaire ® est unique. De plus, on a

L vxyekE, Q(x+y)=0(x) +2®(xy)+0(y),
2. VacK,\¥x€E, Q(ax)=a*Q(x).

Démonstration. L'unicité de la polaire résulte de la premiére formule : en effet, on aura alors pour
toutx,y € E,

P(x.y) = 3(Q0+) ~ 0(x) Q0.

1. Ona

Q(x+y) =d(x+y,x+y)
= ®(x,x) + P(x,y) + P(y,x) + P(y,y)
= Q(x) +2P(x,y) + O(y).
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2. Ona
Q(ax) = ®(ax,ax) = a*®(x,x) = a*Q(x). A

Remarque 1. On dispose donc une bijection ® <+ Q entre les formes bilinéaires symétriques
et les formes quadratiques sur E. En particulier, les formes quadratiques forment un espace
vectoriel isomorphe a S, (E,K), et donc aussi & SM,,(K) si dimE = n (et si on choisit une
base).

2. On appliquera a Q le vocabulaire déja introduit pour . On parlera ainsi du noyau ker Q de
0, de son rang rang(Q) ou de sa matrice [Q]# dans une base Z. On dira aussi que Q est non
dégénérée si c’est le cas pour @ et on parlera aussi d’orthogonalité par rapport a Q.

3. SiJ :=[c; ;] € SM,(K), alors la forme quadratique associée est donnée par

n
Q(xl, ... ,xn) = ZC,‘_’,‘)CI2 —|—22c,~,jx,‘xj.
i=1 i<

4. La premiere identité dans la proposition est la formule du binéme et la seconde exprime la
quadraticité Q(ax) = a>Q(x) (2 comparer avec la linéarité d’une application : u(x +y) =
u(x) +u(y) et u(ax) = au(x)).

5. Géométriquement, la premiere égalité correspond au théoreme de Pythagore généralisé :

AC? = AB*> — 2(AB)(BC) cos(ABC) + BC?

Et la seconde nous dit simplement que si AC = lzﬁ, alors AC = |A|AB.

Proposition 7.3.3 Si Q une forme quadratique sur E, on a

L. Vx,yeE, Q(x+y)+0(x—y)=20(x)+20(),
2. Vx,y€E, xlye Q@x+y)=0x+0(0).

Démonstration. On désigne par P la polaire de Q.
1. On utilise la formule du bindme, que 1’on rappelle ici :

Ox+y) = Q(x) +2P(x,y) + O(),
ainsi que sa variante en remplagant y par —y :
O(x—y) = Q(x) +2P(x, —y) + Q(=y) = Q(x) = 2®P(x,y) + O(),

et il suffit d’additionner.
2. Cela résulte encore de la formule du binéme :

x Ly ®(xy) =0 0x+y)=0x)+0(y). B

Remarque 1. La premiere propriété est la regle du parallélogramme qui dit classiquement que
la somme des carrés des diagonales d’un parallélogramme (ABDC) est égale a la somme des
carrés des cotés (faire un dessin) :

AD? + BC* = AB> + CD? + AC* + BD*.

2. Laregle du parallélogramme peut s’écrire sous la forme

0(*3%) = 300+ 300) - ;0
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et on retrouve alors la reégle de la médiane qui dit classiquement que le carré de la médiane
est égal a la demi-somme des carrés des cotés a laquelle on retranche le quart du carré de du
coté opposé (faire un dessin) :

1 1 1
AP* = ZAB* + ~AC? — ~BC*.
2 + 2 4
3. La seconde propriété est le théoreme de Pythagore qui dit classiquement qu’un triangle est
rectangle en un sommet si et seulement si le carré du coté opposé (alors appelé hypoténuse)

est la somme des carrés des deux autres cotés (faire un dessin aussi) :

(AB) L (BC) < AC* = AB* + BC*.

Définition 7.3.4 Soit Q une forme quadratique sur E. Un vecteur x € E est isotrope pour Q si
(x) = 0. Plus généralement, un ensemble A de vecteurs de E est isotrope pour Q si Qi =0.

Remarque 1. Dire qu’une partie est isotrope signifie donc tout simplement qu’elle est compo-
sée de vecteurs isotropes.
2. Attention, ne pas confondre avec le noyau! On a

yekerQ & Vxc E,Q(x+y) = Q(x) +0(y).

3. Six € kerQ, alors x est isotrope. Mais la réciproque est compleétement fausse. Par exemple,
si Q(x,y) = 2xy sur K2, alors le vecteur (1,0) est isotrope bien que Q soit non dégénérée.

Définition 7.3.5 Soit Q une forme quadratique sur E. On dit que u € GL(E) est orthogonal
relativement a Q si

Vx€eE, Qu(x))=0(x).
Le groupe orthogonal de Q est I’ensemble O(Q) de tous les opérateurs orthogonaux relativement

a 0.

Remarque 1. On dit aussi que u est orthogonal relativement a une forme bilinéaire symétrique
@ si et seulement si
Vx,y€E, P(u(x),u(y)) =P(x,y).

2. Un opérateur est orthogonal relativement a une forme quadratique Q si et seulement si il est
orthogonal relativement a sa polaire @ (utiliser la formule du bindme). En particulier, on voit
que si u est orthogonal, alors

x Ly=u(x) Luy),

ce qui justifie la terminologie.

3. SiJ € SM,(K), on dira que qu’une matrice A € M, (K) est orthogonale par rapport a J si
TAJA = J et que

O(J):={A€GL,(K) /'AJA=1J}

est le groupe orthogonal de J.

4. Si E est de dimension finie et si Q (resp. u) a pour matrice J (resp. Q) dans une base %, on
voit que u est orthogonal relativement a Q si et seulement si A est orthogonale relativement a
J : en effet, nous avons vu qu’en général, si P est une forme bilinéaire sur Eetu: F — E
deux applications linéaires, on a toujours

[@o (uxv)] ="[u] [@] [V].
5. Tl est clair que O(Q) (resp. O(J)) est un bien un sous-groupe de GL(E) (resp. GL,(K)).



7.4 Décomposition d’une forme quadratique 129

Proposition 7.3.6 Si Q est une forme quadratique non dégénérée sur un espace vectoriel £ de
dimension finie et u € GL(E), alors

ue0(Q)eu ! =u.

Démonstration. Soient x,y € E. Si u est orthogonal, on a

D(u(x),y) = Pu(x),u(u" () = @(x,u”" ()

1 1

et on voit donc que u~" = u*. Et réciproquement, si on suppose que u~ = u”*, alors

P(u(x),u(y)) = ®(x,u" (u(y)) = 2(r,y). ®

Remarque 1. En terme de matrices, le résultat immédiat : si J et A sont des matrices inver-
sibles, alors la condition ‘AJA = J (matrice orthogonale) est équivalente a J~/AJ = A~!
(transposé=inverse).

2. Lorsque Q est non dégénérée, si u est orthogonal, alors detu = +1.
3. On désigne par O(p,q) le groupe orthogonal de

I, 0 0
J=|0 -1, 0
0 0 0

4. On note plus simplement O(n) le groupe orthogonal de I € M,,(K) si bien que
O(n)={AecGL,(K) /A" ='A} (={AeM,(K)/'AA=1}.
5. En général, on écrira SO(Q) := O(Q) NSL(E) et SO(n) := O(n) NSL,(K).

Exemple Le groupe orthogonal du plan est I’ensemble des rotations et des réflexions

0(2):{[_“[9 Z] /a2+b2:1}U{[Z _ba] /a2—|—b2:1}.

On voit donc que SO(2) est le groupe des rotations.

7.4 Décomposition d’une forme quadratique
On suppose toujours que Car(K) # 2.

Définition 7.4.1 Soit Q une forme quadratique sur un espace vectoriel E. Une partie X de F est
orthogonale relativement a Q si
Vx#£yeX, xLly.

Elle est orthonormée si, de plus
VxeX, QOx)=1.

Proposition 7.4.2 Une partie orthonormée est libre.

Démonstration. Si) a.x =0 avec a, € K presque tous nuls, alors pour tout y € X, on aura

0=®(0,y) =@ (Zaxx,y) = ZaxCID(x,y) =a, N



130 Chapitre 7. Forme quadratique

Remarque 1. On peut aussi considérer la notion de famille orthogonale (x;);c; avec la condi-
tion
ViZjel, xLxj,

et de famille orthonormée avec la condition supplémentaire
Viel, Q(xl)zl

2. Une partie orthogonale n’est pas automatiquement libre : prendre Q(x,y) = 2xy sur K et
X1 = (1,0) etxy; = (2,0).

3. En dimension finie, une base 4 est orthogonale (resp. orthonormée) pour Q si et seulement
si la matrice J de Q dans Z est diagonale (resp. si J = I).

4. Lorsque E = K", dire que J est diagonale (resp. que J = ) signifie que Q(x1,...,x,) = Zcix,-2

(resp. = Y.x?).
5. S’il existe une base orthonormée finie pour Q, on a un isomorphisme de groupes O(Q) ~
O(n).

Proposition 7.4.3 Si Q est une forme quadratique sur un espace vectoriel de dimension finie £,
il existe une base orthogonale pour Q.

Démonstration. On peut supposer que Q # 0 et choisir e, € E tel que Q(e,) # 0. On pose alors
¢ :=lp(en) € 'E. Comme @(e,) = Q(e,) # 0, on voit que H := ker ¢ est un hyperplan, et par
récurrence, il existe une base orthogonale (e, ..., e, 1) pour Q). Par construction, (ey,...,e,) est
une base orthogonale pour Q. |

Remarque 1. Cela signifie que toute matrice symétrique est congruente a une matrice diago-
nale, ce qui contraste avec le cas des matrices semblables.
2. Sila matrice de Q dans I’ancienne base % est J et que sa matrice dans la nouvelle base %’
est D, on aura donc
D='PJP et J='P'DP!,

ol P désigne matrice de passage de # a %'

Corollaire 7.4.4 Si Q est une forme quadratique sur un espace vectoriel de dimension finie E, il
existe @y,..., 0, € 'E tels que

VxeE, Qx)=cio (X)2+ "’+Cn(Pn(x)2

Démonstration. 11 suffit de choisir une base orthogonale (ey,...,e,) et de poser ¢; :="e;. [ |

Remarque 1. On devrait dire qu’on a décomposé Q en combinaison linéaire de carrés, mais
on dit plutdt en somme de carrés.
2. Sion partde J € SM,(K), on obtient une matrice diagonale D et une matrice de passage P.
On aura alors

e 0 --- 0

0 (1]
D= o et Pl=1 :

SRR

0 - 0 ¢ (2]

(attention : il faudra inverser cette derniere matrice pour trouver P).
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3. Voici un algorithme dii & Gauss pour décomposer une forme quadratique en somme de carrés.

On part de
O(x1,...,x Zcx +2Zc,jxx],
i<j
et on fait une récurrence sur n. S’il existe k € {1,...,n} tel que cx # 0, on écrit
2
Ox) =ci | x+ Z 7)6] + Q' (X1, Xk 1, X 1 - -5 X)),
J#k €k
Sinon, on a

Q(xl,. .. ,xn) = ZZCi’inXj,

i<j

SiQ#0,ilexiste k <l €{l,...,n} tels que cx; # 0, on écrit

Q( ) 2Ckl <Xk+ Z xj) ( >+Q xlu xk*la-karlv‘"7-xl*17-xl+l7"'7-xn))
j#k R

Ak Ckil

On est ainsi ramenés au cas n = 2, ¢’est a dire Q(x,y) = 2cxy et on a alors

2
+y X—Yy

2 2 -2 .

cxy = c( 5 ) c( 5 >

Exemple Voici comment on peut décomposer xy + xz -+ yz en somme de carrés :

xy+xz+yz=(x+2)(y+2) —2°

(x+z+y+z> <x+z—y—z>2 >
= ) —z
2
x+y xX—y 2
_ _ — 2
() () -
11 11
23 O a1 oA,
3 50 0 0 -1 0 0 1

11 suffit allors d’inverser P! pour trouver

1 1 -1
P=|1 -1 -1
0 O 1

et en déduire la nouvelle base ((1,1,0),(1,—1,0),(—1,—1,1)).

7.5 Formes quadratiques complexes et réelles

Proposition 7.5.1 Si Q est une forme quadratique complexe (resp. réelle) sur un espace vectoriel
de dimension finie, alors il existe une base dans laquelle la matrice J de Q vaut

I, 0 _
J—[O 0} resp. J=|0 —I, O
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Démonstration. Apres avoir choisi une base orthogonale (ey,...,e,), on peut supposer que E = C"
(resp. E =R") et que
O(x) =a1xi + - +ax;.

1l suffit alors de faire un changement de base x; — b;x; avec bi2 = a; (resp. bi2 = |a;|), puis de
réordonner les vecteurs. Les détails sont laissés en exercice. |

Remarque 1. Cette proposition est en fait valide pour n’importe quel corps algébriquement
clos (resp. réel clos).
2. La proposition implique que, lorsque K = C (resp K = R), on a un isomorphisme de groupes

0(Q) ~O(r) (resp. ~0O(p,q))

avec rang(Q) = r (resp. = p+q).
3. On voit aussi que, lorsque K = C et Q est non dégénérée, il existe une base orthonormée.

Théoreme 7.5.2 — d’inertie de Sylvester. Si Q est une forme quadratique réelle sur un espace
vectoriel de dimension finie, il existe p,q uniques telle que la matrice J de Q dans une base
(e1,...,en) soit

I, 0 0
J=|0 -1, 0
0 0 0

Démonstration. Grace au corollaire 7.5.1, il suffit de montrer 1’unicité. Supposons donc que la
matrice J' de Q dans une base (¢},...,e),) soit

Iy 0 0
J = 0 —Iql 0
0 0 O
Nous allons montrer que (e, ...,ep,€y41,...,€,1,) est libre. En effet, si

aje; +---+ape, +ble;,,+1 +--- —l—bq/e;,/w/ =0,

et si on pose x :=ajey +---+ape,, ON aura aussi x = —b€é - —b ;. On en déduit

J— /e/
X P+l 7P +q
d’une part, que

O(x) = a%Q(el) +ee "‘a?;Q(ep) = a% +-Fap > 0
et d’autre part que
O(x)= (—I)Zb%Q(e;,H) et (—1)2b§/Q(e;,,+q,) _ —b% e bﬁ' <0.
Cela implique que Q(x) =0 et donc que a = --- = a, = by = --- = by = 0 et nous voyons que la

famille est bien libre. Il suit que p+¢’ < r:=rang(Q) = p+ ¢ et donc ¢’ < ¢g. Symétriquement, on
aura ¢ < ¢’ si bien que ¢ = ¢'. Et on conclut avec p' + ¢ =rang(Q) = p+q. [ |

| Définition 7.5.3 On dit alors que sign(Q) := (p,q) est la signature de Q.
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Corollaire 7.5.4 Deux formes quadratiques complexes (resp. réelles) sur un espace vectoriel de
dimension finie sont congruentes si et seulement si elles ont méme rang (resp. méme signature).

Démonstration. [ |

Exemple La signature de xy +xz+ yzest (1,2).

Définition 7.5.5 Une forme quadratique (réelle) Q sur E est positive (resp. négative) si

VxeE, Q(x)>0 (resp. <0).

Remarque 1. On étendra ce vocabulaire aux formes bilinéaires symétriques ainsi qu’aux
matrices symétriques.
2. On rappelle que 1’on dit parfois défini au lieu de non dégénéré, cela signifie donc que le rang
est maximum.
3. Pour démontrer les énoncés qui suivent, il suffit d’écrire

— 2 2 2 2
Q(x) = x7 T X T X T T X

Proposition 7.5.6 Soit Q une forme quadratique sur un espace vectoriel réel de dimension 7. On
a alors

1. Q est positive < sign(Q) = (p,0),

2. Q est négative < sign(Q) = (0,q),

3. Q est définie positive < sign(Q) = (n,0),

4. Q est définie négative <> sign(Q) = (0,n).

Démonstration. [ |

Proposition 7.5.7 Une forme quadratique réelle Q sur un espace vectoriel de dimension finie £
est définie positive (resp. définie négative) si et seulement si

Vxe E\{0}, OQO(x)>0 (resp. <O0).

Démonstration. [ |
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7.6 Exercices

Exercice 7.1 Vérifiez que les formules suivantes définissent des formes bilinéaires. Déterminer
a chaque fois le noyau et le rang - ainsi que la matrice le cas échéant.

Lo (1o ey Xn)s (V1,5 Y0)) = X1y1 4 -+ + Xy sur K.

2. detg lorsque 4 est une base ordonnée d’un plan H.

3. ®((a,b),(c,d)) = a* — 2bc +d? sur K>.

4. (f.8) = Jy (fg)(1)dt sur €°([0,1],R).
5. (z1,22) = R(z122) sur C (vu comme espace vectoriel sur R)

Exercice 7.2 Montrer que (u,v) +— tr(uov) est une forme bilinéaire symétrique non dégénérée
sur L(E) lorsque E est un espace vectoriel de dimension finie.

Exercice 7.3 Soit ® la forme bilinéaire symétrique donnée par
1 11
1 23
1 35

Expliciter & ainsi que la forme quadratique Q associée.

Déterminer son rang et son noyau. Est-ce une forme non dégénérée ?

Quel est I’orthogonal de H : Vect((1,0,0),(1,0,1))? A-t-on dimH +dimH* = 3?
Mémes questions lorsque H = Vect((0,1,0),(1,0,1)). Expliquer pourquoi ceci peut
arriver.

Ll e

Exercice 7.4 Quelle est la matrice de la forme quadratique y*> — 2xz (dans la base canonique) ?
Et dans la base ((1,1,0),(0,1,1),(1,1,1))?

Exercice 7.5 1. Montrer que ®(P,Q) := P(1)Q(—1) + P(—1)Q(1) définit une forme bili-
néaire symétrique sur E := K[T|<, dont on déterminera la matrice dans la base canonique
A. Quelle est la forme quadratique associée ?
. Montrer que &' := (1 —T?,T,T?) est une base de E et déterminer la matrice de ® dans
la base #'.
. Déterminer le rang et le noyau de ®. Est-ce une forme bilinéaire symétrique non dégéné-
rée?

Exercice 7.6 1. Montrer que ®(P,Q) := fol P(t)Q(t)dt définit une forme bilinéaire symé-
trique sur E := R[T]<, dont on déterminera la matrice dans la base canonique B. Ecrire la
forme quadratique correspondante ?

2. Rang ? Noyau ? Est-elle non-dégénérée ?
3. Mémes questions avec ®(P,Q) := P(0)Q(0) 4+ P(1)Q(1).

Exercice 7.7 Soit E un espace vectoriel de dimension finie muni d’une forme quadratique Q
de noyau M.
1. Soient F un sous-espace vectoriel de E et G := F 4+ N. Montrer que N C F* et que
(G/N)*+ = F+/N. En déduire que F+ = G
2. Vérifiez ces résultats dans le cas ou Q est x> — 72 +2xy +2yz et F = Vect(1,1,1).

Exercice 7.8 On considere la forme quadratique Q donnée par x;x; — x3x4 ainsi qu’un hyper-
plan H d’équation ajx| + axxy + azx3 + asxs = 0.
1. Quelle est la matrice de Q (dans la base canonique) ?
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2. Quel est son rang ? Est-elle non dégénérée ? Quelle est la dimension de 1’orthogonal de
H?

Expliciter la condition u | H lorsque u = (01, &z, 043, 0t ). En déduire une base de H.

. En déduire une condition nécessaire et suffisante sur les @; pour que la restriction de Q a
H soit non dégénérée.

B »

Exercice 7.9 1. Déterminer le groupe orthogonal O(2) en résolvant ‘AA = [ avec A :=

[ j Z ] . On examinera plus particulierement le cas K = R.

2. Mémes question avec O(1, 1) en résolvant 'AJA = J lorsque J := [ (1) _01 ]
Exercice 7.10 Apphquerl algorithme de Gauss aux formes quadratiques suivantes

1. 2x2 —|—y — 22 4 3xy —4xz.

2. 2x% — — 62% +3xy — dxz+ Tyz.

3. xy+yz + zt +tx.

4, xy—xt+yz—yt+ys—+zt —z5+ 2st.

Exercice 7.11 Decomposer en carrés la forme quadratique xy +yz+ xz. Quelle est sa signature ?
Quel est son rang ? Ecrire une base orthogonale pour cette forme quadratique. On désigne par D
I’axe des x. Déterminer D. Est-ce que D et D sont supplémentaires ?

son noyau. Montrer que I’ensemble des vecteurs isotropes est la réunion de deux plans dont on
donnera des équations. Donner aussi la signature de cette forme quadratique. Enfin, quel est
I’orthogonal de (1,1,1)?

Exercice 7.13 Montrer que pour une forme quadratique Q sur un plan vectoriel H, les condi-
tions suivantes sont équivalentes :
1. Q est non dégénérée et il existe un vecteur isotrope non nul.

2. Il existe une base de H dans laquelle 1a matrice de Q est [ (1) (1) } .

3. Il existe une base de H dans laquelle la matrice de Q est [ (1) _01 ] .

Exercice 7.14 Déterminer la signature des formes quadratiques de 1’exercice 7.6.
Exercice 7.15 On pose
543 9 0 -6
A=14 53 et B:= 0 1 0
3 3 2 0 4

‘ Exercice 7.12 On considére la forme quadratique x> 4 3y? — 82> — 4xy + 2xz — 10yz. Déterminer
|
| —6

Montrer (sans la calculer!) I’existence de P € GL(R?) telle que B ='PAP.






8.1 Topologie

On rappelle ici le vocabulaire de base en topologie en renvoyant 1’étudiant curieux vers des
ouvrages plus savants, comme par exemple, celui de Gilles Christol, Anne Cot et Charles-Michel
Marle ([CCM97]).

Définition 8.1.1 Un espace topologique est un ensemble X muni d’un ensemble non vide de
parties U C X, qui seront dites ouvertes, qui est stable par union quelconque et intersection finie.
Le complémentaire F' d’une partie ouverte U est dite fermée.

Remarque 1. On demande donc que si (U;);es est une famille d’ouverts de X, alors U U;
est ouvert et que si (Uj,...,U,) est une famille finie d’ouverts, alors U; N---N U, soit aussi
ouvert.

2. De manicre équivalente, on pourrait demander que les fermés soient stables par intersection
quelconque et par union finie.

3. Comme cas particulier, on voit que @, qui est I’'union vide, de méme que X, qui est I’intersec-
tion vide sont tous les deux ouvert et fermé.

4. Attention, il y a en général des parties de X qui ne sont ni ouverte, ni fermée.

Définition 8.1.2 1. Une application f : X — Y entre deux espaces topologiques est continue
si I’'image inverse d’un ouvert est toujours ouvert. C’est un homéomorphisme si f est
bijective et f~! est continue.

2. Un sous-espace d’un espace topologique X est un espace topologique Y qui est contenu
dans X et tel que I’inclusion soit continue.

Remarque 1. Pour qu’une application soit continue, on demande donc que si V C Y est un
ouvert quelconque, alors £~ !(V) C X soit aussi ouvert.
2. De maniere équivalente, on pourrait demander la propriété analogue pour les fermés.
3. Attention : une application continue et bijective n’est pas nécessairement un homéomor-
phisme.
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4. Par contre, la composée de deux applications continue est toujours continue.

5. Sur une partie Y d’un espace topologique X, il existe une topologie universelle (dite induite)
une application Z — Y sera continue si et seulement si la composée Z — Y < X est continue.
En fait, les ouverts de Y sont les U NY avec U ouvert dans X.

6. Sur un produit [[,c¢ X d’espaces topologiques, il existe aussi une topologie universelle (dite
produit) : une application Y — [[;c¢ X, sera continue si et seulement si ses composantes sont
continues.

Définition 8.1.3 Une distance sur un ensemble X est une application d : X x X — Rx telle que
l. Vx,yeX, dxy) =0cx=y,
2. Vx,yeX, d(x,y)=d(yx),
3. Vx,y,ze€X, d(x,z) <d(x,y)+d(y2).
Un ensemble muni d’une distance est un espace métrique. La boule ouverte (resp. fermée) de
centre x € X et de rayon r € R> est alors

B(x,r)={y€x, d(xy)<r} resp. Blxyr")={yex, dxy <r}
Enfin, une partie U de X est ouverte si

VxeX,3r>0, B(x,r)CU.

Remarque 1. Les ouverts d’un espace métrique X définissent une topologie sur X et les boules

ouvertes (resp. fermées) sont bien des parties ouvertes (resp. fermées).

2. Attention : des distances distinctes peuvent donner naissance a la méme topologie. Il y a
aussi des espaces topologiques qui ne sont aucunement des espaces métriques.

3. Attention : en général, dans un espace métrique, il y a d’autres ouverts que les boules
ouvertes.

4. On dit qu’une partie ¥ C X d’un espace métrique est bornée si Y est contenu dans une boule.
Plus généralement, on dit qu’une application Y — X est bornée si f(Y) est bornée.

Définition 8.1.4 Une application f : X — Y entre deux espaces métriques est continue en x € X
si
Ve>0,dn >0,Vye X, d(x,y)<n=d(f(x),f(y) <e.

Elle est uniformément continue si
Vx,y € X,Ve>0,3In >0, dlx,y)<n=4d(f(x),f(y)) <e&.
Elle est lipschitzienne s’il existe k € R tel que

Vx,yeX, d(f(x),f(y)) <kd(x,y).

Remarque 1. On a la suite d’implications : lipschitzienne = uniformément continue =
continue < continue en tout x € X.
2. Si f est continue en x, on dit aussi que la limite de f en x est f(x) ou encore que f(y) tend
vers f(x) quand y tend vers x.
3. On dit parfois contractante (resp. strictement contractante) pour une application lipschit-
zienne de rapport 1 (resp. strictement inférieur a 1).
4. On dit aussi isométrie si

Vx,yeX, d(f(x),f(y)) =d(x,y).
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5. SiY est une partie d’un espace métrique X, la restriction a Y de la distance est encore une
distance et la topologie de Y est la topologie induite.
6. La distance produit sur un produit fini X; X --- X X, d’espaces métriques est définie par

d((x1y.- 3 %), (V1,---Y0)) = riéllxd(xi,y,-).

La topologie correspondante est la topologie produit.

Définition 8.1.5 Soit X un espace métrique. Une suite (x,),en € XN converge vers x € X si
Ve >0,IM e R,Vn > M, d(x,,x) <E€.
Une suite (x,),en € XN est de Cauchy si
Ve >0,IM e R,.Vn,m > M, d(x,,xn) <E€.
L’espace X est complet si toute suite de Cauchy est convergente.

Remarque 1. Une application est continue (en x) si et seulement si I’'image d’une suite conver-
gente (vers x) est une suite convergente (vers f(x)).
2. Une partie Y d’un espace métrique X est fermée si et seulement si toute suite dans Y qui
converge dans X, converge en fait dans Y.
3. Enconséquence, si Y est complet, alors il est fermé dans X. Réciproquement, si X est complet
et siY est fermé dans X, alors Y est complet.

8.2 Valeur absolue
Définition 8.2.1 Une valeur absolue sur un corps K est une application | | : K — R> telle que
l. VaeK, |a|=0&a=0,
2. Ya,b€ K, |ab|=|a||D|
3. Va,be K, l|a+b|<|a|+|b|
Elle est archimédienne si
VM eR,IneN, |n|>M,

ultramétrique si
Va,b € K, |a+b|<max{l|al,|b|},

et triviale si
Va € K\ {0}, |a|=1.

Exemple 1. |a| := max{a, —a} définit une valeur absolue archimédienne sur R ou Q.
2. |a+ib| := Va?*+ b* définit une valeur absolue archimédienne sur C.
3. |a| = 217 sia= 2”% avec p,q impairs, définit une valeur absolue ultramétrique sur Q.

4. |R(T)| =€V si R(T) = TV% avec P(0) # 0 et Q(0) # 0, définit une valeur absolue

ultramétrique sur le corps k(7') si k est un corps quelconque.

Remarque 1. La valeur absolue est un morphisme de monoides qui induit un morphisme de
groupes K* — R~ . En particulier, on a toujours |1x| = 1R, |@"| = |a|" pourn € Z si a # 0.
2. Par récurrence, on voit qu’on a toujours |n| < n si n € N mais on a méme |n| < 1 si la valeur
absolue est ultramétrique.
3. Une valeur absolue est non triviale si et seulement si 3c € K, 0 < |¢| < 1.
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Proposition 8.2.2 Une valeur absolue est ultramétrique si et seulement si elle n’est pas archimé-
dienne.

Démonstration. Nous avons déja remarqué que les entiers naturels sont bornés par 1 lorsque la
valeur absolue est ultramétrique. Inversement, supposons que les entiers naturels soient bornés. Si
n € N satisfait |n| > 1, on a alors |n*| = |n|F — +-co. Contradiction. On voit donc que les entiers
naturels sont en fait bornés par 1. Maintenant, si a,b € K, on a pour tout n € N,

(a+b)" = é (Z) b

et donc .
b < 3| (1) bl < G0+ 1) maxlal o1
k=1
si bien que l[a+b| < (n+ 1)% max{|al, |b|}. Or (n+ 1)5 — 1 quand n — +oo. [ ]

Théoreme 8.2.3 — d’Ostrowski. Soit K un corps valué.
1. Si || est archimédienne, il existe o > 0 tel que Vn € N, [n| = n®.
2. Si | | est ultramétrique, il existe au plus un p premier tel que |p| < 1, et alors |n| =1
lorsque p ne divise pas .

Démonstration. Hors programme. |

Norme
On fixe un corps K muni d’une valeur absolue non triviale (penser a R ou C).

Définition 8.3.1 Une norme sur un espace vectoriel E est une application || || : E — R telle
que

I.YWEE, |[V[=0&V=0,

2.VAeRNVWVEE, [AV|=AlV]

3. VW EeE, [[V4+W|<|V]+]|W].

Exemple 1. K muni de sa valeur absolue est un espace vectoriel normé.
2. SiEy,...,E, sont des espaces vectoriels normés, on munit £y X --- X E,, de

n
||(x17 cee 7xn)||oo = I?:alx ||.x,||

En particulier, K" devient un espace vectoriel normé.

3. On munit I’espace /. (K) des suites bornées de
1(xi)ienle- := sup|xi].
ieN

4. Plus généralement, si on se donne une famille d’espace vectoriels normés (Ej);cs, alors les

familles bornées de [[;c¢ E; forment un espace vectoriel HL’E s E¢ normé pour la norme sup.
5. De méme, les fonctions bornées f : X — E définies sur un ensemble X et a valeurs dans un

espace vectoriel normé, forment un espace vectoriel normé .#° (X, E) pour la norme sup.
6. On peut munir K" de || || mais aussi de

n ’
1Ger, s lp = | ) bl
i=1

pour p > 1.
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7. On peut munir ([0, 1],R) de

1 p
= ([ r0ra)" pourp=1 0w Ilei= sup [0
0 0<r<1
Remarque 1. Si F est un sous-espace vectoriel d’un espace vectoriel normé, alors || |||z est
une norme sur F.
2. Si E est un espace vectoriel normé, alors d(x,y) := ||y — x|| définit une distance sur E.

Proposition 8.3.2 Si E est un espace vectoriel normé, les lois

EXE E et KxE——F
(x,y) ——=x+y (a,x) — ax

sont continues.

Démonstration. 1’ addition est en fait lipschitzienne :

d(x1+y1,x2+y2) = [lx2+y2 —x1 = yi |
< ez =xal[ 4 lly2 =l
=d(x1,x2) +d(y1,y2)
< 2d((x1,%2), (V1,52))-
On montre de méme que la multiplication est continue en (x,a) donné en utilisant
Iy = ax| < b= alllx| + 15— allly — ||+ ally — x].
Les détails sont laissés en exercice. |

Remarque En fait, K est un corps topologique (addition, multiplication et inverse continus —
vérifier) et E est un espace vectoriel topologique (addition et multiplication continus).

Proposition 8.3.3 Si F est un sous-espace vectoriel fermé d’un espace vectoriel normé E, alors
la formule
|x+F| :=d(x,F) := inf d(x,y)
yeF

définit une norme sur E /F.

Démonstration. On a bien sir toujours d(x,F) = 0 si x € F. On montre aussi facilement que,
si xj,xp € E, alors d(x; +x2,F) < d(x1,F)+d(x2,F). On en déduit que si x, —x; € F, alors
d(x1,F)=d(xy,F). Ensuite, si a € K et x € E, on montre que d(ax,F) = |a|d(x, F). Enfin, puisque
F est fermé, on peut montrer que si d(x, F) = 0, on aura bien x € F. Détails en exercice. n

Remarque La topologie sur E/F est la topologie quotient : Une application E /F — X est continue
si et seulement si la composée E — E/F — X est continue.

Proposition 8.3.4 Soit u : E — F une application linéaire entre deux espaces vectoriels normés.
Alors, les conditions suivantes sont équivalentes :

1. u est continue en 0,

2. M eRVx€eE, |u(x)|| <M|x|,

3. u est lipschitzienne,

4. u est uniformément continue,
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5. u est continue.

Démonstration. On fait une démonstration cyclique, et seule la premiere implication nécessite
vraiment une preuve. En prenant € = 1 dans la définition de la continuité en 0, on voit qu’il existe
n > 0tel que x| <N = [Ju(x)|| < 1. Si K =R ou C, il suffit de poser M = % (le cas général est
discuté plus bas). |

Remarque 1. Pour démontrer la proposition dans le cas général, on fait intervenir un ¢ € K
avec 0 < |c| < 1 et on procede par I’absurde. On suppose qu’il existe une suite y, telle que
lu(yn)|| > ﬁﬂynﬂ Pour chaque entier n, il existe m, € Z tel que 1 < |c|™||u(yn)|| < |c| et
on pose x, = ¢"y,. On a alors x,, — 0 mais u(x,) > 1 pour tout n.

2. On dispose d’un résultat analogue pour les applications multilinéaires. En particulier, une
application multilinéaire & : E| X --- X E, — F sera continue si et seulement

IM €RVx| €EL, ... xy €Eyy [ P(x1,- ., 3) | SMmréfoz-ll-
1=

3. On voit aussi aisément qu’une application linéaire u : E — F est une isométrie si et seulement
si
Vx€E, [u@)] = [«

Exemple Toute application linéaire u : K™ — K" est continue (si on munit les espaces de la norme
max) : si A := [g; j] désigne la matrice de u, on a

)| < Mllx]|  avee M =} |ai|.
i

Proposition 8.3.5 Si E et F sont deux espaces vectoriels normés, alors I’ensemble .Z(E,F) C
L(E, F) des applications linéaires continues est un sous-espace vectoriel et la formule

[lu(x)l
| a[| = sup
w0 |1l

définit une norme. On écrira .Z(E) si E = F (avec la méme norme).

Démonstration. La premiere assertion résulte de la proposition 8.3.2. La seconde se vérifie aisé-
ment. Les détails sont laissés en exercice. |

Remarque 1. Siu€ Z(E,F), alors
VxeE, [lu(x)]l < [lullflx]-
2. On peut aussi montrer (et ¢’est immédiat si K = R ou C) que

lull == sup [Ju(x)]].

x| <1

3. On montre aussi facilement que siu: E — F et v: F — G sont deux applications linéaires
continues entre espaces vectoriels normés, alors vou aussi que ||[vou|| < ||v||||u]|.
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Proposition 8.3.6 Soient ¢ : E — K une forme linéaire non nulle et H = ker ¢. Alors, ¢ est
continue si et seulement si H est fermé.

Démonstration. Comme {0} C K est fermé, on voit immédiatement que, si ¢ est continue, alors
H := ¢~ '({0}) est nécessairement fermé. Pour montrer I’implication réciproque, on peut considérer
le diagramme commutatif

E ¢ K,
l ?
T ~
E/H

Puisque H est fermé, E/H est un espace vectoriel normé et 7 est continue (contractante). Il suffit
donc de montrer que ¢ est continue. Autrement dit, on peut supposer que ¢ est un isomorphisme,

c’est a dire que E est une droite. On choisit une base e de E et on pose M := Hqﬁfj‘)”. Six=ae€ckE,
on aura
lo@)l = lalll@(e)]| = |alM]le]| = M]|x]. =

Espace de Banach

On suppose maintenant que K est un corps valué complet (pour une valeur absolue non triviale).

Exemple 1. Le corps Q, muni de la valeur absolue habituelle ou de la valeur absolue p-adique,
n’est pas complet.
2. Les corps R et C sont complets.
3. Si k est un corps quelconque, alors le corps k(7'), muni de la valeur absolue 7 -adique, n’est
pas complet.
4. Le corps

k(T)) = Z a, T", a, €k,
n>>—oo
oll k est un corps quelconque, muni de || Y~ a,T"|| = ™" si a, # 0, est complet.
5. Le corps

Qp:{ Z anpna an€{07"‘7p_1}}7

n>>-—oo

muni de || Y,>, a,p"|| = ﬁ si a, # 0, est complet.

| Définition 8.4.1 Un espace de Banach est un espace vectoriel normé complet.

Exemple 1. Le corps K est un espace de Banach. Plus généralement, K" est un espace de
Banach.
2. Un produit fini d’espaces de Banach est un espace de Banach.
3. Si (E;)ses est une famille d’espace de Banach, alors HEG s Es est un espace de Banach. En
particulier, si E est un espace de Banach et X un ensemble, alors .#°(X, E) est un espace de
Banach.

Définition 8.4.2 Soit (x,),en une suite dans un espace vectoriel normé E. Si la suite ), <y X,
est convergente, on dit que la série ) x, est convergente et on désigne par ) x, la limite. On dit
que la série est absolument convergente si la série Y ||x,|| est convergente dans R.
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Proposition 8.4.3 Si une série ) x, est absolument convergente dans un espace de Banach E,
alors elle est convergente.

Z%f uy|| < fo [|tn ). I suit que si la suite Y,,< [|x,|| est de Cauchy,

il en va de méme de la suite ), < X,. |

Démonstration. On a toujours

Définition 8.4.4 Un isomorphisme d’espaces vectoriels normés u : E ~ F est une applica-
tion linéaire qui est un homéomorphisme. Deux normes sur un méme espace vectoriel sont
équivalentes si I’identité est un isomorphisme (d’espaces vectoriels normés).

Remarque 1. On voit aisément qu’une application linéaire u : E — F est un isomorphisme
d’espaces vectoriels normés si et seulement si

Im,M € Roo,Vx € E, mlx| < u(x)| < M||x].

2. On en déduit que deux normes || || et || ||’ sur un espace vectoriel E sont équivalentes si et
seulement si
Im,M € Roo,Vx € E,  ml|x|| < |lx||" < M|x].

Lemme 8.4.5 Si (ey,...,e,) est une base d’un espace vectoriel normé E, alors 1’application
associée
®:K"—E, (ai,...,an)— aie;+---apey,

est un isomorphisme d’espaces vectoriels normés. En particulier, E est complet.

Démonstration. Rappelons que I’on munit K" par défaut de la norme max (ce qui n’aura a posteriori
aucune importance). On sait que @ est linéaire et bijective et on voit aisément qu’elle est continue :

|(ar.....an)|| < Mmax]ai,

avec M = Y7, ||e;]|. Pour montrer que ®~! est continue, il suffit de s’assurer que ses composantes
'ei : E — K le sont. Or H; := ker'e; est un sous-espace vectoriel de dimension n — 1. Par récurrence,
il est complet et donc fermé dans E. Et on conclut avec le lemme (8.3.6). [ |

Théoreme 8.4.6 1. Tout espace vectoriel normé de dimension finie est complet.
2. Toute application linéaire entre espaces vectoriels de dimension finie est continue.

Démonstration. Grace au lemme, il suffit de considérer des espaces vectoriels de la forme K"
munis de la norme max. u

Corollaire 8.4.7 Sur un espace vectoriel de dimension finie, toutes les normes sont équivalentes. ‘

Démonstration. [ |

Corollaire 8.4.8 Dans un espace vectoriel de dimension finie, tout sous-espace vectoriel est
fermé.

Démonstration. [ |
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8.5 Algéebre de Banach

Soit K un corps valué (pour une valeur absolue non triviale)

Définition 8.5.1 Une algébre normée sur K est une algebre L munie d’une norme qui satisfait
L VuvelL, [uvl < ulllv]
2. 1) < 1.

Remarque 1. On peut montrer qu’on a en fait ||1.] = 1.
2. La multiplication L x L — L est alors une application bilinéaire continue.

Exemple 1. Si E est un espace vectoriel normé, alors .Z(E) est une algeébre normée pour la

norme
] — sup 1)

x#£0 ”X”

qui sera dite subordonnée a la norme de E.

2. Si E est un espace vectoriel de dimension finie, alors L(E) est une algébre normée pour toute
norme subordonnée a une norme sur E.

3. Si X est un ensemble quelconque, alors .#?(X, K) est une K-algébre normée (pour la norme
sup).

4. %(]0,1],R) est une R-algebre de Banach pour les normes p avec p € [1,00].

5. Via I’isomorphisme M,,(K) ~ L(K"), on peut munir M,,(K) d’une norme d’algebre subor-
donnée a une norme donnée sur K”.

6. La norme max sur M,,(K) est une norme d’algebre si la valeur absolue est ultramétrique mais
pas si elle est archimédienne (et n > 2).

Lemme 8.5.2 Soit L une algébre de Banach. Sih € Let ||h|| < 1,alors | —h€L* et (1—h)~! =
Yo" De plus, on a
el

1= (1—n)~)| < :
11— ||l

Démonstration. La série ) h" est absolument convergente et donc convergente. De plus, on a

N
(1-n)Y K=1-r""=1
n=0

quand N — oo, Puisque la multiplication est continue, la premiere assertion est démontrée. De plus,
on a

1—-(1=h)'==Y n"=-nY n",
n=1 n=0

si bien que
. = |k
- -m < g Y e = A2
]

Proposition 8.5.3 Si L est une algébre de Banach, alors L* C L est ouvert et 1’application
u+— u~! est continue sur L*.

Démonstration. Siu € L™, la multiplication par u est continue sur L et son inverse aussi (c’est la
multiplication par #~!). C’est donc un homéomorphisme et il suit que

Voi={u(1—h), heLet|h|<1}=uB(1,1)
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est ouvert dans L. De plus, il résulte du lemme que V,, C L*. Il suit que L™ = U, 1~ V, est aussi
ouvert. Toujours grice au lemme, I’application u — ! est continue en 1 € L*. Pour conclure, il
suffit de remarquer que (u+h) "' =u~' (1 +hu=")"" — u~! quand 1 — 0. [ |

Remarque 1. Comme conséquence, on voit que si K est complet, alors GL,(K) est ouvert
dans M,,(K) et que I’application A — A~! est continue.
2. On peut démontrer directement ce dernier résultat en rappelant d’abord que

GL,(K) = {A e M,(K), det(A) # 0}

et que det est une application continue car polynomiale. Pour la deuxiéme partie, on utilise la

formule
1

~ det(A)

A—] I‘A/

ou A’ est la comatrice de A dont les coefficients sont aussi polynomiaux.

Exponentielle

On suppose ici que K est un corps valué complet archimédien (et méme, pour simplifier, que
K=RouC).

: \ . oy i
Lemme 8.6.1 Si L est une algebre normée et u € L, alors la série Z — est absolument conver-
n!

gente.

Démonstration. Exercice. [ |

Remarque 1. C’est manifestement faux sur un corps ultramétrique ol I’on a toujours || 4[| > 1
(si bien que I’exponentielle aura un rayon de convergence inférieur a 1).
2. 11 suit du lemme que, lorsque L est complet, la série converge.
3. Cela s’appliquera en particulier lorsque L est de dimension finie, par exemple si L = L(E)
avec E un espace vectoriel de dimension finie, ou si L = M, (K).

Définition 8.6.2 Si L est une algébre de Banach et u € L, alors ’exponentielle de u est

exp(u) := Z T
n=0"""

Exemple On a
ox 0 1t | cost sint
p -t 0 | —sint cost |’

Proposition 8.6.3 Soient L une algebre de Banach et #,v € L. On a alors

uv = vu = exp(u+v) = exp(u) exp(v).
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Démonstration. On peut utiliser la formule du bindme car u et v commutent et on a donc

= (u+v)' &1 n
- uk
B n;) L ;1‘; LK
=yt > il
-(z5)(20)
(puisque les séries sont absolument convergentes). |

Remarque L hypothese est nécessaire comme le montre par exemple le cas de

A::[g g] B::[_Oﬂ S}EMZ(R).

ou exp(A + B) # exp(A) exp(B).

Corollaire 8.6.4 Soit L une algebre de Banach. Si u € L, alors exp(u) € L*.

Démonstration. Faire v = —u dans la proposition. |

Lemme 8.6.5 Soit L une algebre de Banach. Siu,h€ L, ona

[lexp(u+ 1) —exp(u)|| < ||| exp([|ull) exp(||l])-

Démonstration. En développant, on voit aisément que
[[Gt1)" = || < ([faal| + [ ]])" = [lae]|".

On en déduit que

oo

i )" )l y (llual + [lA[)" i [Ju"
= n! =nll = n! = n!
et on est donc ramené au cas ou L = R (qui est bien siir laissé en exercice). |

Proposition 8.6.6 Si L est une algebre de Banach, alors I’application exp : L — L* est continue.

Démonstration. 11 suffit de faire tendre 4 vers O dans le lemme. [ |

Proposition 8.6.7 Soit E un espace vectoriel de dimension finie. Si u € L(E), alors

exp(‘u) = exp(u)

Démonstration. Exercice. [ |

Remarque Soient E un espace vectoriel de dimension finie et u € L(E). Soient % une base de
E et A la matrice de u dans E. Alors, la matrice de exp(u) sera exp(A) : en effet, la bijection
M, (K) ~ L(E) induite par 2 est un isomorphisme d’algébre normées.
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Proposition 8.6.8 On dispose d’une application continue

oo

1
M,(K) — GL,(K), A~ exp(A):= Z EAH
‘n!

n=|
satisfaisant
1. SiA,B € M,(K), alors exp(A + B) = exp(A) exp(B) lorsque AB = BA.
2. SiA € M, (K), alors exp(*A) ="exp(A).
3. SiA € M, (K) et P € GL,(K), alors exp(P~'AP) = P~ exp(A)P.

Démonstration. Résulte immédiatement de la discussion précédente. |

Proposition 8.6.9 Soit E un espace vectoriel de dimension finie. Siu € L(E) et E/ C E est un
sous-espace stable par u, alors E’ est stable par exp(u). De plus, si u’' € L(E"),u” € L(E/E")
désignent les applications induites par u, alors exp(u) induit exp(«’) et exp(u”) sur E' et E”
respectivement.

Démonstration. 11 suffit d’écrire les formules (détails en exercice). |
Remarque En termes de matrices, on voit donc que I’on a

o[ ][ i

(attention, ce ne sont pas les mémes étoiles). Par récurrence, on en déduit de qui se passe pour une
matrice triangulaire :

a * * et % *
A= 0 = exp(A) = 0
* : *
0 0 a, 0 0 e

Proposition 8.6.10 Si E est un espace vectoriel de dimension finie et u € L(E), alors

det(exp(u)) = exp(tr(u)).

Démonstration. On se ramene a I’énoncé analogue pour une matrice. On peut supposer en fait que
K = C, et donc que la matrice est triangulaire, auquel cas c’est immédiat. |

Proposition 8.6.11 Soient E’, E” deux sous-espaces vectoriels de dimension finie et E = E' x E”.
Siu e L(E"),u” e L(E") etu=u' xu", alors exp(u) = exp(u) x exp(u”).

Démonstration. 11 suffit encore d’écrire les formules (détails en exercice). |

Remarque 1. On aura donc toujours

([0 w ) =175 ot
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2. Pour une matrice diagonale

a 0 - 0 0 - 0
A= 0 = exp(A) = 0

: . .0 : .00

0 0 ay 0 0 ean

3. En général, le calcul de I’exponentielle peut toujours se ramener a des blocs de Jordan et on a
exp(al +N) = e¢“exp(N)

avec
1 2 1 n

si N est nilpotent.

8.7 Fonction vectorielle

On désigne par K un corps valué pour une valeur absolue non triviale.

Remarque Soient X,Y deux espaces métriques et xo € X. On dit que f: X \ {xo} — Y a pour
limite £ € Y en xq si f se prolonge de maniére unique en une application f qui est continue en xg et
que ¢ = f(xp). On écrit alors
(= lim f(x).
X=X f( )
Notons que fest unique si et seulement si x n’est pas isolé dans X (isolé signifie qu’il existe une

boule ouverte qui ne contient que x).

Définition 8.7.1 Soient E un espace vectoriel normé et I C K. Une application 0 : I — E est
dérivable en ty € I (non isolé) si

0'(15) = lim 011} = 8(t0)

t—tp t—1y

existe dans E. On dit alors que 6’ (o) est le vecteur dérivé de 0 en K.

Remarque 1. Alternativement, cela signifie que
0(t) =0(to) +0'(to)(t —t0) +£(t)(t —10)

avec €(t) — 0 quand r — 1.

2. Si 6 est dérivable en tout 7y € I, alors I’application 8’ : I — E est la dérivée de 6. On dit que
0 est de classe €* si 0 est k fois dérivable et que 8) est continue (pour k € NU {eo}). Tous
les résultats qui suivent ont des variantes dans ce contexte que nous n’expliciterons pas.

3. Une application I — E| X E; est dérivable en 1y si et seulement si ses composantes le sont.
En particulier, une application / — K" est dérivable si et seulement si toutes ses composantes
le sont.

4. Les fonctions dérivables en #y € I forment un sous espace vectoriel de . (I, E) et ’application
0 — 6'(ty) est linéaire.

5. Si u: E — F est linéaire continue et 6 est dérivable en #y, alors uo 6 : I — F est aussi
dérivable en fg et (uo 0')(fy) = uo 0’'(1y).
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Proposition 8.7.2 Soient L une algebre normée et I C K. Si 01,60, : [ — L sont dérivables en
to € 1, alors 010, aussi et on a

(6162)'(t0) = 64 (t0) Ba(to) + 61 (1) 63 (10).-

Démonstration. C’est classique. On écrit
61 (1) = 61 (to) + 61 (10)(r —t0) + &1 (1) (r — 10)
avec € (t) — 0 quand ¢t — f#o. Et on fait de méme pour 6,. Puis on effectue le produit :
(6162)(r) = (6162)(t0) + (6] (10) 8:(10) + 61 (10) 83 (t0)) (t —0)

+(61(t0)&2(1) + &1 (1)02(10)) (t —10) +*(t —10)>. W

Proposition 8.7.3 (K complet archimédien) Si L est une algebre de Banach et u € L, alors
I’application
K — L, t~exp(tu)

est € et a pour dérivée t — uexpru.

Démonstration. 11 suffit bien sir de montrer la derniere assertion. En développant de chaque coté,
on a la majoration
lexp(tu) — 1 —rtul| < exp(|e][Jull) =1 —fe[[u]|-

et on en déduit que
exp(f;t) —1 | < eXP(It\|HtTII) —1

11 suit donc immédiatement du cas L = R que I’application ¢ — exp(tu) est dérivable en 0 et que sa
dérivée vaut u. Pour le cas général, il suffit de rappeler que

= ull-

exp(tu) = exp(tou) exp((t —to)u). W

Corollaire 8.7.4 (K complet archimédien) Soient E un espace vectoriel de dimension finie,
ucL(E)et6 €E.Si
0:K—E, t—exp(tu)(6),

alors on a
0 =uo0 et 6(0)= 6. (8.1)
Démonstration. 11 suffit de composer avec 1’application L(E) — E d’évaluation en 6j. |

Remarque 1. On exprime encore ce résultat en disant que 1’équation différentielle (8.1) a pour
solution O définie sur K tout entier.
2. On peut demander la condition moins restrictive 6(fy) = 6y et il faut alors poser 6(r) =

exp((z —10)u)(6o)-
3. En termes de matrices, ce résultat nous dit que le systeme différentiel

X'=AX et X(0)=Xo

a pour solution X = exp(tA)Xp.
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Exemple On veut résoudre I’équation différentielle

¥ =—x avec x(0)=x(0

SN—
I
—

ou, ce qui revient au méme, le systeme différentiel

N i

On le réécrit sous la forme X' = AX et X (0) = X avec

o 1 [ x] ;Y 1
A_[_l O], x_[y , x_[y,} et xo_[l].

On calcule

exp(tA) = —sint cost

cost  sint }
9

et on a donc

cost  sint 1 cost + sint
X =exp(tA)Xo = [ ] { } - [ cost —sint

—sint cost 1

si bien que x = cost +sint et y = cost — sin?.



152 Chapitre 8. Espace vectoriel normé

8.8 Exercices

Exercice 8.1 1. Montrer que |a| := max(a, —a) définit une valeur absolue archimédienne

sur Q ou R.
2. Montrer que |a + ib| := v/a? + b? définit une valeur absolue absolue archimédienne sur C.

3. Montrer que |r| := 5 sir=2"x ﬁgiﬁ définit une valeur absolue ultramétrique sur Q (on
pose aussi |0| = 0).
s TP(T) o
4. Montrer que [R|:=e VsiR(T) = o(T) avec P(0) # 0 et Q(0) # 0, définit une valeur

absolue ultramétrique sur Q(7") (on pose aussi |0| = 0).

Exercice 8.2 Montrer que si K est un corps valué, alors 1’application a — a~! est continue sur
K*.

Exercice 8.3 1. Montrer quesi Ej,. .., E, sont des espaces vectoriels normés, alors || (x, ..., %,)||e 1=
max}_, ||x;|| définit une norme sur E; x - X E,,.
2. Montrer que || (x;)ien||e := sup;ey ||%i|| définit une norme sur I’espace /(K ) des suites
bornées.
3. Montrer que || f||w := supjg 17| f(#)| définit une norme sur €'([0, 1],R).
4. Montrer que si E est est un espace vectoriel normé et X un ensemble, alors

F={f:X—E,dMeRVxeS,|f(x)] <M}

est un sous-espace vectoriel et que || f||. := sup,¢||f(x)|| définit une norme sur F.

Exercice 8.4 1. On se donne p,q € R~ avec % —I—% =1.

(a) Montrer que AB < %A” + éBq dans R>¢. On utilisera le fait que le logarithme est
une fonction concave et croissante.
(b) Montrer I’inégalité de Holder

n n

iuivi < (Zuf’)ﬁ(zv?)é

i=1 i=1

<=

dans R>g. On appliquera I'inégalité précédente avec A := u;/a ot o := (YL ul)

et B=v;/B ot f:= (L1, V)q.
2. On se donne p € R+.
(a) Montrer I’'inégalité de Minkowski :

1
n r n n
(Z|ai+bl~v> < (¥ laal")7 + (Y [bil?) -
i=1 i=1 i=1

On fera d’abord la majoration

n n n
la; +bi|P < Z \ajl|a; + |~ +Z |bil|ai +bi|P~!
=1 i=1 i=1

1

et on appliquera I’inégalité de Holder aux deux termes.

(b) Montrer enfin que ||(ai,...,a,)|, := (X1 |ai]1’)% définit une norme sur K".
1

3. Procéder de méme avec || f||, := <f01 \f(t)]l’dt) ’ pour f € € ([0,1],R).
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Exercice 8.5 1. Montrer que R et C sont des corps archimédiens complets, mais pas Q.
2. Montrer que | Y2, a;,T"| := % si a, # 0 fait de Q((7')) un corps valué complet.
3. Montrer que /. (K) est un espace de Banach pour || — || quand K est complet.
4. Montrer que % ([0,1],R) est complet pour pour || — || mais pas pour pour || —||;.

Exercice 8.6 Dire dans chaque cas s’il s’agit d’une norme d’algebre sur M, (K) :

1. ||A|| := max; j|a;j| (on traitera séparément le cas archimédien et le cas ultramétrique).
2. ||A|| :==max;Y;|a;;| (on pourra munir K" de || — ||1).
3. ||All := max; ¥ |a;;| (on pourra munir K" de || — ||).
2 11
4. Calculer dans chacun des cas lanormede A:= | 2 3 2
11 2
Exercice 8 7 On fixe une norme sur C" (par exemple || — ||). Soient A € GL,,(C) et B € C"\ 0.
On pose c(A) = ||A]|- [|A~Y| (condztwnnement) Montrer que si AX = B, alors
ko9l 16(B)l
1. 31AX+5( ))=B+06(B),ona <c(A) .
HXllH S| o [6(A)]
2. si(A+0(A)(X+d6(X))=B,ona ———— <c(A)
X +8(X)] 1Al

1 2 3 3
3. Application numérique avec A = [ 1,001 2 | B = [ 3.001 ] X+6(X)= [ 0 }
Calculer B+ 8(B). En déduire §(B) puis ||8(B)||/||B||- Résoudre AX = B puis calculer
I16(X)]|/|IX]|- Calculer enfin ¢(A) et vérifier la premiere égalité.
0 =« 0 O
0 0| - 0
1. Calculer les matrices exp(A) et exp(B) puis faire leur produit.

2. Diagonaliser C sur C. En déduire exp(C).
3. A-t-on exp(C) = exp(A)exp(B) ? Que peux-t-on en déduire sur A et B?

Exercice 8.8 On pose A := [ ] B:= [ } etC:=A+B.

Exercice 8.9 On pose A := [ i)t (t) ] . Calculer exp(A) en montrant par récurrence sur k € N
que
2% (— 1)k 0 2%+1 0 (= 1)kt
AT = |: 0 (_l)ktZk et A = (—1)k+1l2k+1 0
21 17 6
Exercice 8.10 Calculer exp -5 -1 -6
4 4 16
2 -1 1
Exercice 8.11 OnposeM:=| 0 3 -1
2 1 3
1. Calculer exp(tM).
X =2x—y+z
2. En déduire les solutions du systeme différentiel Yy =3y—z
7 =2x+y+3z






9.1

Produit scalaire
Définition 9.1.1 Soit E un espace vectoriel sur R. Un produit scalaire sur E est une forme
bilinéaire symétrique définie positive

EXE—R, (x,y)— (x,y).

Remarque 1. Cela signifie donc que
(@ Vx,y€E, (x,y)=(x),
() WX\ yeE, (x+x.,y)=(xy)+ ),
(c) Vx,y€ E,VNa€K, (ax,y)=alx,y),
(d) vxe E\{0}, (x,x)>0.
2. Notons que si F' C E est un sous-espace vectoriel, alors la restriction ( , )|z du produit
scalaire de E est encore un produit scalaire sur F.

Exemple 1. Tout sous-espace vectoriel £ C R" avec

<(-x17'"7xn)a(y17"'7yn)> = X1)1 +"'+xn}’n~

2. Tout sous-espace vectoriel E C € ([0, 1],R) avec

(f.8) = /Olf(t)g(t)dt.

Proposition 9.1.2 — Cauchy-Schwarz. Si (, ) est un produit scalaire sur un espace vectoriel
E, alors I’application
E —Rs0, x> |lx|| :=/(x,x)

est une norme sur E et on a
Vo y €E, [y < Il
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avec égalité si et seulement si x et y sont liés.

Démonstration. C’est bien une norme :
1. six € E\ {0}, alors ||x||*> = (x,x) > 0 et en particulier ||x|| # 0,

2. six€ Eeta€R,ona |ax||? = {ax,ax) = a*||x|? et donc ||ax|| = |a]||x||,
3. six,y € E, en utilisant I’'inégalité de Cauchy-Schwarz que nous allons démontrer ensuite, on
voit que

2 2 2 2 2 2
[P Y117 = bl ™26 y) IV I17 < bl = 2[ Iyl + Iyl = = el + Dyl

et on a donc bien ||x+y|| < |jx|| + [|y]|-

Dans le reste de la démonstration, nous fixons x,y € E. Si x = 0, alors x et y sont liés et on a
|(x,y)| = 0= ||x|||ly||- Sinon, on considére le polyndéme du second degré :

P:=T?|x||>+2T (x,y) + [ly||* € R[T].
SiaeR,ona
lax+y||* = (ax+y,ax+y) = @ ||x||* +2a(x,y) + ||y||* = P(a),

si bien que P(a) > 0. Ceci étant vrai pout tout @ € R, le discriminant de P est nécessairement
négatif :
4(x,y)? = 4|xl?y]* <.

En d’autre termes, on a (x,y)? < ||x||?||y||* et on sait que deux nombres positifs sont dans le méme
ordre que leurs carrés. L'inégalité de Cauchy-Schwarz est donc bien satisfaite. De plus, on a égalité
si et seulement si le discriminant est nul (ou positif, ce qui est équivalent ici), ce qui signifie que P a
une racine a € R. C’est équivalent a dire que ||ax +y||> = 0, soit encore ax+y = 0, ce qui signifie
que x et y sont liés puisque x # 0. |

Définition 9.1.3 Soient E un espace vectoriel muni d’un produit scalaire et x,y € E. L’angle

(non orienté) entre x et y est
o X
(x,y) := arccos < {x,) ) .

[ealingl

Remarque 1. Cette définition a un sens grace a 1’inégalité de Cauchy-Schwarz qui nous dit
que
=l

<1.
2. On peut réécrire la définition sous la forme

(e y) =[xyl cos (x,y)-

3. Le cas d’égalité dans la proposition nous dit que x et y sont liés si et seulement si 1’angle
est nul : (x,y) = 0 ou plat : (x,y) = m. Et on voit aussi que x et y sont orthogonaux si et

seulement si I’angle est droit : (x,y) = m/2. On n’en sera pas surpris.
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9.2 Espace euclidien

Définition 9.2.1 Un espace vectoriel euclidien est un espace vectoriel réel de dimension finie E
muni d’un produit scalaire (, ). La norme associée est dite euclidienne.

Exemple Tout sous-espace vectoriel £ C R” avec le produit scalaire usuel

(G Xn), (V15 ¥0)) = X1y1 4+ -+ XnYn-

Remarque 1. Laforme quadratique associée au produit scalaire est donc x + ||x||2. On voit en
particulier qu’un u € L(E) est une isométrie pour la distance associée a || || si et seulement
si ¢’est un opérateur orthogonal relativement & la forme quadratique. Ces deux termes sont
donc interchangeables.

2. On a une bijection entre produits scalaires et normes euclidiennes sur £ donnée par

1
el = v/Cex) et () = S (Il = el = [Iyl1)-

3. On peut montrer qu’une norme est euclidienne si et seulement si elle satisfait la régle du
parallélogramme
2 2 2 2
b+ y11% - [l = yI1% = 2 ([lxl* + [111°) »

(ou de maniere équivalente, la regle de la médiane).
4. Si on ne fait plus I’hypothese que E est de dimension finie, il faudrait dire préeuclidien et
réserver le mot euclidien au cas complet.

Théoreme 9.2.2 Soit E un espace vectoriel euclidien. Alors, 1’application F > F induit une
bijection de I’ensemble des sous-espaces vectoriels de E sur lui méme, qui est est symétrique
(F++ = F), qui renverse I'inclusion (F C G = G+ C F*) et échange intersection et produit
(F+G)t =F+tNG*et (FNG)* = F+ G1). De plus, on a toujours E ~ F @ F+.

Démonstration. A part la dernieére, toutes les assertions ont déja été vues dans le théoreme 9.4.7. Et
la derniere assertion résulte du corollaire de ce méme théoréme : en effet, la restriction du produit
scalaire a F' est toujours un produit scalaire qui est donc non dégénéré. |

Définition 9.2.3 Soient E un espace vectoriel euclidien et F C E un sous-espace vectoriel.
Alors, la projection orthogonale sur F est la premicre projection associée a la décomposition
E~F@FL

Lemme 9.2.4 Si F est un sous-espace vectoriel d’un espace vectoriel euclidien E, alors la
projection orthogonale sur F est I'unique application telle que

p(x) €F
Vy€eF, (p(x),y)=(x,y).

Vx €E, {

Démonstration. Six € E, on peut écrire de maniére unique x = p(x) + (x — p(x)) avec p(x) € F et
x — p(x) € F*. Et la seconde condition, s’écrit aussi

VyeF, (x—p(x),y)=0,

que I’on peut réécrire comme dans I’énoncé. |
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Proposition 9.2.5 Si F est un sous-espace vectoriel d’un espace vectoriel euclidien E et
(y1,...,yr) une base orthogonale de F, alors la projection orthogonale sur F est donnée par

» V1 3 Y
ek, pl)= §|y !!2> yite <uy nrgy"
r

Démonstration. Comme p(x) € F, on peut écrire p(x) = ajy; + - -+ a,y, et on aura donc pour
touti=1,...,r,

Gy = ar(yn,yi) + -+ a vy =aly]*. |

Exemple Sion muni R? de sa structure euclidienne canonique, alors la projection orthogonale sur
la diagonale est donnée par

_{Gey), (L) o XFY x4y
p(x,y)— H(l I)HZ (171) ( 2 ’ 2 )

(faire un dessin).
Remarque 1. Dans le cas d’une base orthonormée, on aura

p(x) = (e, y)yi+ -+ 6y

2. Dans le cas ou F' = E, c’est a dire ol (yy,...,y,) est une base orthogonale de E, on voit que
_ o) {x,3r)
yi+-o-+ V-
Y [yall? "

3. En général, on peut aussi calculer

(x,y1)? (x,yr)?
)= 20 G
Iy |2

Proposition 9.2.6 Soit E un espace vectoriel euclidien. Alors,
1. E posseéde une base orthonormée %,
2. Siu € L(E), les conditions suivantes sont équivalentes :
(a) u est orthogonal (c’est a dire une isométrie),
(b) si A est une base orthonormée de E, alors u( ) est aussi une base orthonormée,
(c) Tl existe une base orthonormée A de E telle que u(%) soit aussi une base orthonor-
mée.

Démonstration. Si E est de dimension n, la signature du produit scalaire est (n,0) et il suit qu’il
existe une base dans laquelle la matrice est /. Par définition, c’est une base orthonormée. Si u
est orthogonal, alors ¥ commute avec le produit scalaire. On voit donc que si (e;,e;) = & j, on
aura aussi (u(e;),u(e;)) = 9; ;. Réciproquement, supposons que & := (ei,...,e,) et u(%) =
(u(er),...,u(e,)) soient des bases orthonormées et soit x = Y a;e; € E. On aura alors u(x) =
Y a;u(e;) si bien que

2 =Y e = (). ™

Corollaire 9.2.7 Soit A € M,,(R). Alors, A € O(n) si et seulement si ses colonnes forment une
base orthonormée pour la structure euclidienne usuelle.

Démonstration. [ |
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Théoreme 9.2.8 — Gram-Schmidt. Soit £ un espace vectoriel euclidien. Si xi,...,x, sont
linéairement indépendants dans E, alors il existe yj,...,y, € E uniques tels que, pour tout
i=1,...,r, (y1,...,y;) est une base orthonormée de F; := Vect(xy,...,x;) et (x;,y;) > 0.

Démonstration. On peut bien slir supposer que E = F,. En procédant par récurrence sur », on voit

qu’il existe yy,...,y,—1 uniques tels que, pour i < r, (y1,...,y;) soit une base orthonormée de F;
et que (x;,y;) > 0. Et il existe alors un unique y, € F- |, qui est une droite, tel que ||y, || =1 et
(xr,yr) > 0. [

Remarque 1. En pratique, on utilise la formule de la projection, et on construit donc par
récurrence

/ /
/ (xi,¥) (xi,yi1)
Vi=Xi— pic1 (i) = xi— ok = = SO
A A i l*

Vi

' ' il

2. Alternativement, on peut construire les y; au fur et a mesure et utiliser la formule d’apparence
plus simple

pour obtenir une base orthogonale et on pose ensuite y; =

yﬁ =Xi— <Xi,)’1>y1 - <xia)’i—1>yi—1-

Attention cependant que cette méthode introduit des racines carrées pendant les calculs alors
que la méthode précédente repousse leur apparition a la fin.
3. On peut voir au passage que

VAV o2

P = e = i
71 Yiei

= sz'”z— <xi7)’l>2_“‘— <x,~,y,-,1>2'

Exemple 1. On cherche une base orthogonale du plan d’équation x +y+ z = 0 dans R® (muni
de sa structure euclidienne usuelle). On voit aisément que u; := (1,—1,0) et up := (1,0,—1)
forment une base du plan et on pose alors

Vii=u; = (1,-1,0)

et

(up,vy) 1 11
V= — MH; v’lz(l,O,—l)—E(l,—l,O): 551

On en déduit que

Y

vh L1 V6 V6 V6
Vo 1= =—|=,=-,— = — —,— 1.
ST \ﬁ 2'2 66" 3
2

2. On munit R[X]<; de

b= M L. (ﬂ —‘f,O)

et

©o)= [ roena
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et on applique le procédé d’orthogonalisation de Gram-Schmidt a la base canonique. On
partdoncde Pp=1,P =X, =X 2 pour construire Qp, Q1,0>. On commence par poser
Q( := Py = 1 puis on calcule

1
Q5P = | ar=l", =2

si bien que

o 1 V2
QO = / = — A -

1%l v2 2
On pose ensuite

Q) =P —(P1,00)Qo.

et on calcule

1'V2
<P17Q0>:/1\2[l‘dt:0

(fonction impaire) si bien que Q) := P; = X. On calcule alors

1
2 2 I A ﬁ 2

1QW° = 1P1]|" = (P1,Q0)" = | tdt= -
-1 3], 3

si bien que

Qli— Qll —X:\fX.

ol \/g
0, =P, — (P»,00)Q0 — (P»,01)01.

(P, Qo) = /11 \ftzdt _Vv2 [ﬁ]l = \f

Enfin, on pose

On calcule alors

2 |3
ainsi que
Ly/6
<P2,Q1>:/ £t3dt:0-
1 2
On a donc V33
242 1
& 32 3

et on veut Connaitre
105117 = | P2 — (P2, Qo) — (P>, O1)%.

1 [5 1 2
P 2:/ ffdt=|—| =2
1P| B [5}_1 5

=2 (2) =2
Ll"=3 3] 45

/ X2_1 10
0> 9 _ Vi

o s T 4 4
45

On calcule

si bien que

et finalement
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Réduction des matrices symétriques

On fixe un espace vectoriel euclidien E.

Remarque Il est peut-étre utile de rappeler que nous avons défini le transposé (aussi appelé
I’adjoint) u* d’un opérateur u par la formule

Yoy €E, (ux),y) = (x,u(y))-

Rappelons aussi que u est dit orthogonal si u* ou = Idg. Cela signifie que u est bijectif et que
u* =u~', et s’exprime aussi par la condition

v,y €E,  {ulx),u(y)) = (x.y).

Définition 9.3.1 Un opérateur linéaire u sur E est symétrique (ou autoadjoint) si u* = u et
antisymétrique si u* = —u.

Remarque 1. Cela signifie que

Vo,y €E,  (ulx),y) = £{xu(y))-

2. Si on fixe une base orthonormée % de E et qu’on désigne par A la matrice de u dans la base
2, on voit alors que u est (anti-) symétrique si et seulement si A est (anti-) symétrique.

Proposition 9.3.2 1l existe un isomorphisme d’espaces vectoriels
Ly(E,R)~L(E), ®+u

donné par
Vx,y€E, ®(x,y) = {x,u(y)).

De plus, @ est une forme symétrique si et seulement si u est un opérateur symétrique.

Démonstration. La seconde assertion résulte immédiatement des définitions. Pour la premiére, on
remarque d’abord que si u € L(E), alors la formule définit bien une forme bilinéaire sur E. On
vérifie ensuite aisément que 1’application u — P est linéaire. Comme les deux espaces ont méme
dimension, il suffit pour conclure de montrer que le noyau est nul. Or si on suppose que pour tout
x,y € E, (x,u(y)) = 0, alors on a nécessairement pour tout y € E, u(y) = 0 car un produit scalaire

est non dégénéré. Et il suit que u = 0. |
Remarque Si A := [g; ;] est la matrice de u dans une base orthonormée % := (e, ...,e,), on aura
pourtouti,j=1,...,n,

D(ei,ej) = (ei,ule))) = (ei,ar jer + - +anjen) = aij

si bien que la matrice de ® dans A est aussi égale a A.

Proposition 9.3.3 Soit u un opérateur symétrique sur E. Si F' est un sous-espace vectoriel de £
stable par u, alors F' © aussi.

Démonstration. Soit x € F*. Siy € F, on aura aussi u(y) € F si bien que

(u(x),y) = (x,u(y)) =0. H
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Lemme 9.3.4 SiV est un espace vectoriel non nul de dimension finie sur R et u € L(V), alors il
existe une droite ou un plan dans V' qui est stable par u.

Démonstration. Puisque V n’est pas nul, il existe une valeur propre complexe A pour u dans C. On
écrit donc A = a+ib avec a,b € R. Si z := x+ iy est un vecteur propre de u pour A, on aura

u(x) +iu(y) = u(x+iy) = u(z) = Az = (a+ib)(x+iy) = (ax—by) +i(ay+ bx).
si bien que
u(x)=ax—>by et u(y)=ay+bx.
et Vect(x,y) répond a la question. [

Remarque Pour étre tout a fait rigoureux, il faudrait travailler dans C ®gr V, ou alors, avec des
matrices et utiliser le fait que M,,(R) est contenu dans M,,(C).

Théoreme 9.3.5 — spectral. Si u est un opérateur symétrique sur E, alors il est diagonalisable
dans une base orthonormée.

Démonstration. On procede par récurrence sur n = dimE. Lorsque n = 1, il n’y a rien a faire.
Supposons maintenant que n = 2. Si
a b
A= [ ]
b c

est la matrice de u dans une base quelconque, on aura
Xu:=T*—(a+c)T + (ac — b*).
Et on voit que le discriminant est positif :
A= (a+c)*—4(ac—b*) = (a—c)* +4b* > 0.

Il suit que u possede une valeur propre a; € R. Soient e; un vecteur propre de norme 1 pour a;
et F := Vect(e;). Soit e, un vecteur de norme 1 dans F (qui est une droite). On utilise alors la
proposition 9.3.3 qui nous dit que comme F est stable par u, il en va de méme pour F si bien que
u(ez) = azes avec ay € R. On obtient ainsi une base orthonormée dans laquelle la matrice de u est
diagonale.

Dans le cas général, on sait grice au lemme qu’il existe un sous-espace vectoriel F' de dimension
1 ou 2 dans E qui est stable par u. De nouveau, grice au lemme 9.3.3, on sait que F est stable par
u. On conclut alors aisément (exercice). |

Corollaire 9.3.6 Si A est une matrice réelle symétrique, elle est diagonalisable dans une base
orthonormée : il existe une matrice orthogonale P et une matrice diagonale D telles que A =
PDP!.

Démonstration. [ |

Exemple Diagonaliser

1 1 1
A=1]1 1
1 1

dans une base orthonormée :
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— Premiere méthode : on écrit la forme quadratique associée comme (somme de) carré(s) :
Q:=x>+ Y+ 22+ 2xy+ 22+ 2xz = (x+y+2)°.

On réalise alors qu’on peut réécrire cette somme comme combinaison linéaire de carrés de
formes linéaires qui forment une base orthonormée :

Q:3(?x+?y+\§) +0 (\f \[ y)? +0(\6[ +\fy_\fz)2

Pour obtenir ¢a, on regarde d’abord la forme linéaire x+ y+ z qui a pour composantes (1,1, 1)

et on la normalise pour trouver \3[ \fy + fz Ensuite, on regarde le plan orthogonal au

vecteur (1,1,1) qui a pour équation x +y+z = 0 (on travaille dans ‘R ici) dont on cherche

une base orthonormée (calcul) et on obtient ainsi ‘[ _2 ‘[ *f ‘[ .11 suffit

ensuite de poser

yet

3 3 3 3 2 6

D=[00 0|, Pl=|¥2 2 o et P='P'=| 3 _¥2 V6
0 00 Ve Vo o W3 Vi 3
6 6 6 3 6

— Seconde méthode : on trouve aisément le polyndme caractéristique y = T>(T — 3) de A.
En effet, comme la matrice est de rang 1, on sait que 0 est valeur propre de multiplicité 2.
D’autre part, la trace, qui est égale a la somme des valeurs propres, vaut 3. On obtient ainsi la
matrice D. On cherche alors le sous-espace propre associé a la valeur propre 3 en résolvant
le systeme

xX+y+z=3x
x+y+z=3y ,
x+y+z=3z

ce qui nous donne x =y = z. On peut prendre (1,1, 1) comme vecteur propre qu’on normalise
pour trouver la premiere colonne de P. On cherche ensuite le sous-espace propre associé a
la valeur propre 0, c’est le noyau de A qui a pour équation x + y + z = 0. On cherche alors
une base orthonormée pour obtenir les deux derniéres colonnes de P. Finalement, on sait
que P~! ='P. On remarquera que les calculs sont presque identiques a ceux de la premiére
méthode.

9.4 Forme hermitienne

On travaille sur C et on désigne par @ le conjugué d’un nombre complexe a € C. On étendra
cette notation aux éléments de C" ou de M, (C).

Définition 9.4.1 Une application u : E — F entre deux espaces vectoriels complexes est dite
semi-linéaire si

1. Vx,y€E, u(x+y)=u(x)+u(y),

2. Vxe ENaeC, u(ax)=au(x).

Remarque Si on on fait opérer C sur F par (a,y) — ay, alors u devient une application linéaire
usuelle et on peut utiliser toute la théorie de I’algébre linéaire. En dimension finie, si A est la matrice
de u (dans des bases fixées Z et €), X le vecteur colonne associé a un vecteur u et Y celui associé
a u(x), on aura Y = AX. On remarquera qu’une application semi-linéaire est toujours R-linéaire.
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Définition 9.4.2 Une application sesquilinéaire est une application
P EXF —QG,

ou E, F et G sont des espaces vectoriels complexes, telle que
l. (a) Vx,y€E\NzeF, ®(x+yz)=>(x,2)+P(y,z2)
(b) Vx€ E\Vy,z€F, ®(x,y+2) =®(x,y) +D(x,2),
2. Vxe ENyeF\YaeC, P(ax,y)=ad(x,y) et P(x,ay)=adP(x,y).

Remarque Une application sesquilinéaire est donc linéaire par rapport a la premiere variable et
semi-linéaire par rapport a la seconde. Alternativement, si on fait opérer C sur le premier facteur par
(a,x) — ax, une application sesquilinéaire est tout simplement une application bilinéaire et la théorie
générale s’applique. On remarquera qu’une application sesquilinéaire est toujours R-bilinéaire.

A partir d’ici, on développe pour les formes sesquilinéaires sur un espace vectoriel complexe
E, I’analogue de la théorie des formes bilinéaires sur un espace vectoriel réel E. La plupart des
démonstrations étant quasiment identiques sont laissées en exercice.

Remarque 1. Les formes sesquilinéaires sur £ forment un espace vectoriel L3/, (E,C) iso-
morphe a I’espace L, »(E,'E) des applications semi-linéaires de E vers 'E via ®(x,y) =

oo (y) (x)-

2. On considérera le noyau (ou radical) d’une forme sesquilinéaire P :
ker® :=kerlp = {y € E / Vx € E,®(x,y) =0},
ainsi que son rang : rang(®) := rang(lep). On dira que P est non dégénérée (ou définie) si
ker® = {0}.
3. Si E est de dimension finie, on définit de méme la matrice de la forme bilinéaire @ dans une

base Z := (eq,...,en) : 7
(@] := [lo]i = [P(ei,e;)]-

Exemple La forme sesquilinéaire canonique sur C" est définie par

(1, osXn), D1y e ey ) = X1+ F X0V,

Plus généralement, la forme sesquilinéaire associée a J := [c; ;] € M,,(C) est donnée par

n
D((x1y ey Xn)s (V1yevvsyn)) = Z Ci jXiy -
i1

Proposition 9.4.3 Si @ est une forme sesquilinéaire sur un espace vectoriel complexe E et
u,v: F — E deux applications linéaires, alors I’application composée ¥ := ® o (u x v) est
sesquilinéaire et on a

hy ="uolpov.

Démonstration. Exercice. [ |

Remarque 1. Supposons que E et F' soient de dimension finie et munis de bases Z et €’ res-
pectivement. Désignons les matrices de ®, u et v dans ces bases par J, A et B respectivement.
Alors, il résulte de la proposition que la matrice de ¥ sera ‘AJB.
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2. Comme cas particulier (F = C avec sa base canonique), on voit que six,y € Eet X etY
désignent leur matrices dans la base %, alors on a

D(x,y) ='XJY.

3. Autre cas particulier (u =v = Idg et € = %’) : on voit que si J' est la matrice de ® dans une
autre base %’ et si P la matrice de passage, on aura

J ='PJP.

Proposition 9.4.4 Soit ® une forme sesquilinéaire non dégénérée sur un espace vectoriel com-
plexe E de dimension finie. Si u € L(E), il existe un unique opérateur linéaire u* sur E tel
que

Vx,y€E, ®(u(x),y)=®(x,u(y)).

Démonstration. Exercice. |
| Définition 9.4.5 On dits que u* est I'opérateur adjoint 2 u € L(E) relativement a ®.

Remarque Si on désigne par J et A les matrices de P et u respectivement dans une base %, alors
la matrice de u* est la matrice adjointe relativement a J € GL,,(C) de A :

A* =T AT

Bien siir, lorsque J = I, on trouve A* =A.

Définition 9.4.6 Une forme sesquilinéaire est dite hermitienne si

Vx,y€ E, ®(y,x)=2®(x,y).

On dit alors qu’une partie A C E est orthogonale a une partie B C E relativement a &, et on
écritA L B, si
VxeANyeB, &(x,y)=0.

Remarque 1. On voit donc qu’une application @ : E x E — C est une forme sesquilinéaire
hermitienne si et seulement si
(@) Vx,y,z€ F, ®(x+y,2) = P(x,2) +P(y,2),
(b) Vx,y€ E,NaeC, ®(ax,y)=ad(x,y),
(c) Vx,y€E, D(y,x) = P(x,y).
2. Sur un espace vectoriel de dimension finie, une forme sesquilinéaire est hermitienne lorsque
sa matrice J est hermitienne :

"J=1.

Cela signifie que ¢;; € Rpourtouti=1,...,netquec;; = c;; pour i # j.

Théoreme 9.4.7 Si ® est une forme sesquilinéaire hermitienne non dégénérée sur un espace
vectoriel E de dimension finie, alors I’application F +— F, sur ’ensemble des sous-espaces
vectoriels de E, est une symétrie qui renverse 1’inclusion et échange somme et intersection. De
plus, on a toujours

dimF +dimF* = dimE,

et les conditions suivantes sont équivalentes
1. @y est non dégénérée,
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2. FNF+={0},
3. E~F@®FL.

Démonstration. Exercice. [ |

Définition 9.4.8 Une application Q : E — R, ou E est un espace vectoriel complexe, est une
forme quadratique hermitienne s’il existe une forme sesquilinéaire hermitienne ® sur E, appelée
alors polaire de Q, telle que

Vx€eE, Q(x)=®(x,x).

Exemple La forme sesquilinéaire canonique est hermitienne et la forme quadratique hermitienne
associée est

O(x1,...,xy) = Z]x,-]z.

Plus généralement, si J := [c; j| est une matrice hermitienne, la forme quadratique associée est
donnée par

n
Q(xl, . ,xn) = Zci7i|x,~\2 +229Y(c,-7jxﬁj).
i=1

i<j
Remarque 1. La polaire ® d’une forme quadratique hermitienne Q est uniquement déterminée

par Q (utiliser la formule du bindme ci-dessous et I’identité 3(a) = —R(ia)).
2. On dispose de la formule du binéme

Vx,y€E, Qx+y)=0(x)+2R(P(x,y)) + Q).
3. La quadraticité nous dit que
VaeC\VxeE, Q(ax)=l|al*0Q(x).

4. On peut remarquer que Q est aussi une forme R-quadratique de polaire (x,y) — R(P(x,y)).

Définition 9.4.9 Soit Q une forme quadratique hermitienne sur un espace vectoriel complexe E.
On dit que u € GL(E) est unitaire relativement a Q si

VxeE, Qu(x))=0(x).
Le groupe unitaire de Q est I’ensemble U(Q) de tous les opérateurs unitaires relativement a Q.

Remarque 1. C’est équivalent a dire que u est unitaire relativement a la forme sesquilinéaire
hermitienne & :
Vx,y €E,  @(ulx),u(y)) = P(x,y).

2. Endimension finie, c’est aussi équivalent a dire que la matrice A de u est unitaire relativement
a la matrice J de & :
"AJA =J.

On désignera par U(J) le groupe des matrices unitaires relativement a J.
3. Dans le cas de la forme quadratique hermitienne canonique (c’est a dire J = I), on écrit

Un)={AeM,(C) /'AA=1}.
Plus généralement, on note U(p, q) le groupe unitaire de

I, 0 0
J=|0 -1, 0
0 0 0
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4. Si E est de dimension finie et ® est non-dégénérée, on voit aisément que u est unitaire si et
seulement si u est inversible et ! = u* (en termes de matrices, ¢’est immédiat).

Définition 9.4.10 Soit Q une forme quadratique hermitienne sur un espace vectoriel complexe
de dimension finie E. Une partie X de E est orthogonale relativement a Q si

Vx#yeX, xLly

Elle est orthonormée si, de plus
VxeX, Qkx)=1.

Remarque 1. Une partie orthonormée est toujours libre.
2. Une base Z est orthogonale (resp. orthonormée) pour Q si et seulement si la matrice J de Q
dans Z est diagonale (resp. si J =1).
3. Lorsque E = C", dire que J est diagonale (resp. que J = I) signifie que Q(xy,...,x,) =
Y cilxi|? (resp. = ¥ | |?).

Proposition 9.4.11 Si Q est une forme quadratique hermitienne sur un espace vectoriel complexe
de dimension finie £, alors il existe une base orthogonale pour Q.

Démonstration. Exercice. [ |
Remarque 1. Cela signifie donc qu’il existe ¢y, ..., @, € 'E (formant une base) tels que
Vx€E, Q) =ci|oi(x)]+-+cal@u(x)].

2. Si la matrice de Q dans I’ancienne base A est J, que sa matrice dans la base orthogonale &
est D et que P désigne matrice de passage de % a %, on aura donc

D='PJP et J='P 'DP '

avec
C1l 0 0
0 (1]
D= o et P =1 :
S 0
0 - 0 ¢ L]

3. On dispose toujours d’un algorithme dii a Gauss pour décomposer Q en somme de carrés.

Théoreme 9.4.12 — d'inertie de Sylvester. Si Q est une forme quadratique hermitienne sur
un espace vectoriel complexe de dimension finie E, il existe p,q uniques telle que la matrice J
de Q dans une base (ey,...,e,) soit

I, 0 0
J=|0 -1, 0
0 0 0

Démonstration. Exercice [ |
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| Définition 9.4.13 On dit alors que sign(Q) := (p,q) est la signature de Q.

Définition 9.4.14 Une forme quadratique hermitienne Q sur un espace vectoriel complexe E
est positive (resp. négative) si

VxeE, Q(x)>0 (resp. <0).

Remarque Cela signifie que sa signature est (p,0) (resp. (0,g)). En particulier, on voit qu’elle est
définie positive (resp. définie négative) si et seulement si sa signature est (n,0) (resp. (0,n)) ol
n désigne la dimension de E, ce qui correspond au cas J = I (resp. J = —I) dans une base bien
choisie.

Espace préhilbertien

Définition 9.5.1 Soit E un espace vectoriel complexe. Un produit scalaire hermitien sur E est
une forme sesquilinéaire hermitienne définie positive

EXE—C, (x,y)— (x,y).

Remarque Cela signifie donc que
L. Vx,y€E, (yx)=(x)y),
2. Vx,X,yeE, (x+x.,y)=xy+.y),
3. Vx,y € EVaeC, (ax,y)=a(x,y),
4. Yx e E\{0}, (x,x)>0.

Proposition 9.5.2 — Cauchy-Schwarz. Si (, ) est un produit scalaire hermitien sur un espace
vectoriel complexe E, alors I’application

E —R>0, x> |lx|| := v/ (x,x)

est une norme sur £ eton a
Vx,y €E, |yl < [xllivll,

avec égalité si et seulement si x et y sont liés.

Démonstration. Exercice [ |

Définition 9.5.3 Un espace vectoriel préhilbertien est un espace vectoriel complexe £ muni
d’un produit scalaire hermitien ( , ). On dit hilbertien si E est complet (par exemple, de
dimension finie).

Proposition 9.5.4 Si E est un espace vectoriel hilbertien de dimension finie et /' C E un sous-
espace vectoriel, alors F et F- sont supplémentaires.

Démonstration. Exercice. [ |

Définition 9.5.5 Soient E un espace vectoriel hilbertien de dimension finie et F C E un sous-
espace vectoriel. Alors, la projection orthogonale sur F est la premiere projection associée a la
décomposition E ~ F @ F+.
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Proposition 9.5.6 Soit E un espace vectoriel hilbertien de dimension finie. Alors,
1. E posseéde une base orthonormée %,
2. siu € L(E), les conditions suivantes sont équivalentes :
(a) u est unitaire,
(b) I'image par u d’une (resp. de toute) base orthonormée est une base orthonormée.

Démonstration. Exercice. |
Remarque On dispose toujours de 1’algorithme de Gram-Schmidt : si x1,...,x, sont linéairement
indépendants dans un espace vectoriel préhilbertien E, alors il existe yp,...,y, € E uniques tels que,

pour touti = 1,...,r, (y1,...,y;) soit une base orthonormée de F; := Vect(xy,...,x;) et (x;,y;) > 0.

Définition 9.5.7 Soit E un espace vectoriel hilbertien de dimension finie et u € L(E). Alors,
1. u est hermitien (ou autoadjoint) si u* = u.
2. u est antihermitien si u* = —u.
3. uestnormal siuou” =u*ou.

Remarque 1. Si on fixe une base orthonormée % de E et qu’on désigne par A la matrice de u
dans la base %, on a
(a) u hermitien < ‘A = A (matrice hermitienne),
(b) u antihermitien < ’A = —A (matrice antihermitienne),
(c) unormal < 'AA = A’A.
2. Un opérateur unitaire, hermitien ou antihermitien sont des exemples d’opérateurs normaux.
3. Il existe un isomorphisme d’espaces vectoriels

L3/2(E,C)2L(E), D u

donné par
Vx,y €E, ®@(x,y) = (x,u(y)).

De plus, ® est une forme hermitienne si et seulement si « est un opérateur hermitien.
4. On voit aisément qu’un sous-espace vectoriel F' d’un espace hilbertien de dimension finie £
est stable par un opérateur u si et seulement si F est stable par u*.

Théoreme 9.5.8 — spectral. Si u est un opérateur normal sur un espace hilbertien de dimension
finie E, alors u est diagonalisable dans une base orthonormée.

Démonstration. On peut supposer que E # {0} et qu’il existe donc une valeur propre a € C pour
u. Soit F' le sous-espace propre associé. Si F' = E, alors u est la multiplication par a, et n’importe
quelle base orthonormée fait 1’affaire. Bien sir, le sous-espace F' est stable par u, mais aussi par u*
puisque ce dernier commute avec u. Il suit que F est aussi stable par u et on peut conclure par
récurrence puisque E ~ F @ F- avec dimF < dimE et dimF* < dimE. |

Remarque Dans le cas ou u est unitaire (resp. hermitien, resp. antihermitien), les valeurs propres
sont de norme 1 (resp. réelles, resp. imaginaires pures).
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9.6 Exercices

Exercice 9.1 On se place dans un espace euclidien E et on illustrera chaque résultat par un
dessin dans le plan. Soient x,y € E.

1. Montrer le théoréme de Pythagore : x Ly < ||x —y||Z = ||x[|> + ||y]|*.

2. Montrer la regle du parallélogramme : ||x+y||? + ||x — y||* = 2||x||* +2/|y|*.
X+ [ b

2 =51 4

3. En déduire I’identité de la médiane : ||

Exercice 9.2 On se place dans un espace euclidien E et on illustrera chaque résultat par un

dessin dans le plan. Soient x,y € E \ {0}.
1. Montrer que x et y sont orthogonaux si et seulement (x,y) = /2.

2. Montrer que x et y sont linéairement dépendants si et seulement si (x,y) =0 ou (x,y) = 7.
3. Montrer le théoréme de Pythagore généralisé :

2 2 2 X
lx = y[I= = [lx[1= + lIy[I” = 2{[x[[[|y[| cos (x,y).

Exercice 9.3 Montrer que, dans un espace euclidien, deux vecteurs x et y sont colinéaires si
et seulement si ||x +y|| = |||x|| £ |ly]||. L’implication est-elle toujours vraie pour une norme
quelconque ? Et pour un espace vectoriel sur C ? Et la réciproque ?

Exercice 9.4 Soient x1,...,x, tous distincts de norme 1 dans un espace vectoriel euclidien E et
ai,...,a, € R telsque Y ;a; = 1et| L% ax;|| = 1. Montrer que tous les a; sont nuls sauf
un (qui vaut 1).

u = (cos @,sin @ cos y,sin @sin y)
et compléter en une base orthonormée.

Exercice 9.6 Montrer que la projection orthogonale sur la diagonale de R? est donnée par

x+y x+
Vx,y€E, plxy)= 2222
2 2
Exercice 9.7 Soient H un hyperplan d’un espace vectoriel euclidien E et v un vecteur normal
(c’est a dire orthogonal) a H. Soient p la projection orthogonale sur H et s la réflexion (c’est a
dire symétrie orthogonale) par rapport a H. Montrer que pour tout x € E, on a

(x

9y
Iv]

p(x)=x— ‘|}2>v et s(x):x—2<H):"’}2>v.

Exercice 9.8 Quelle est I'image de v := (—1,2,6) par la projection orthogonale sur le plan
H := Vect((—1,1,0),(1,1,0)) ? et avec H := Vect((3,—1,2),(1,—1,-2))?

Exercice 9.9 Déterminer une base (orthogonale puis) orthonormée de
H :=Vect((3,1,-1,3),(-5,1,5,-7),(1,1,-2,8)).

Exercice 9.10 Déterminer la matrice de la projection orthogonale sur le plan d’équations
y+z+t=0etx+z=0.

‘ Exercice 9.5 Montrer que tout vecteur de norme 1 dans R® se met sous la forme
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Exercice 9.11 Onva montrer que si E est un espace euclidien et u € L(E), alors ||u* oul|| = ||u]|?.
On pose v =u*ou.

1. Montrer que six € E, alors [|u(x)||> < ||v(x)||/|x||. En déduire que ||u||> < ||v].

2. Montrer que si x € E, alors ||v(x)]|* < [Ju(v(x)]|||u(x)||. En déduire que ||v|| < ||u||?.

Exercice 9.12 Si E est un espace vectoriel euclidien, on définit le rayon spectral de u € L(E)
comme étant p(u) := max |A| lorsque A parcourt les valeurs propres de u.

1. Montrer que si u est un opérateur autoadjoint, alors ||u|| = p(u).

2. En déduire qu’en général, on a ||u|| := \/p(u* ou).

Exercice 9.13 Déterminer une matrice orthogonale P telle que P~ AP soit diagonale dans les

cas suivants :
0

—
~—

=

Il
[
>

—_
[

[\

~—

=

Il
_—
S O O
S O O =
SO O =

Exercice 9.14 Montrer que si S est une matrice réelle symétrique définie positive, alors il existe
T tel que S = T2.

Qu(x,y,2) := a(x* +y* +2%) — 2(xy +xz+y2).

Ecrire la matrice M, de Q, et calculer son déterminant.

Quel est le rang de M, (on discutera selon les valeurs de a).

Déterminer une matrice diagonale D telle que My = PDP~! avec P € O(3).

En déduire qu’il existe une matrice diagonale D, que I’on calculera telle que M, =
PD,P L.

Peut-on trouver une méme base qui est orthogonale pour tous les Q, ?

6. Montrer que Q, est définie positive si et seulement si a > 2.

Ll e

e

Exercice 9.16 1. Diagonaliser dans une base orthonormée

RS AR ]

2. De méme avec

2 20
et 2 0 2
02 2

Exercice 9.17 On rappelle que I’application @ : (A,B) — tr(AB) est une forme bilinéaire
symétrique sur M, (R). Montrer que la restriction au sous-espace SM,,(R) des matrices symé-
triques est définie positive. Montrer que 1’orthogonal de SM,,(R) est le sous-espace AM,,(R) des
matrices antisymétriques (on pourra s’aider de la formule tr(AEj;) = a;;).

Exercice 9.18 Montrer que 1’application (A, B) — (A, B) := tr(AB) est un produit scalaire sur
M, (R) et que la base canonique est une base orthonormée (on pourra s’aider de la formule
tr("AE;;) = a;j). Quel est ’adjoint de I’endomorphisme M — AM pour A fixé.

| Exercice 9.15 On considere, pour a € R, la forme quadratique
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Remarque Certains exercices font usage d’un logiciel de calcul formel. Le code proposé peut étre
rentré en ligne sur

https://cloud.sagemath.com

apres avoir créé un identifiant.

Corrigé de I’exercice 1.11 : Supposons que dans un groupe G, on ait gh = gh'. Puisque 1’on
a toujours g~ ' (gh) = (g 'g)h = 1h = h, on voit qu’il suffit de multiplier par g~ & gauche pour
obtenir 4 = /’. On montre de méme que si gh = g'h, alors g = ¢’

Bien siir, le monoide {0, 1}, muni de la multiplication, n’est pas intégre car 0 x 0 =0=0x 1
bien que 0 # 1.

Soient A un anneau et a,b,c # 0 dans A. Si on suppose que ab = ac, on voit immédiatement
que a(b—c) = 0. Si A est integre, cela implique que b — ¢ = 0 et donc que b = ¢. De méme, si
ac =bc,onauraa =b.

Corrigé de I’exercice 1.17 :

1.

2. Remarquons pour commencer que {0} = (0). Maintenant, si / est un idéal non nul de KT, il
existe un polyndme M € I'\ {0} de plus petit degré d. Quitte a le multiplier par une constante,
on peut supposer qu’il est unitaire. Si P € I, on peut écrire AP = M(Q + R avec degR < degM.
On a alors R=P—MQ € I et comme degR < degM, on doit avoir R = 0 si bien que
P =MQ € (M). Cela montre I’existence de M et aussi que deg P = deg Q + degM > degM
avec égalité si et seulement si Q est constant, ¢’est a dire si P =aM avec a € K. Si (M) = (P),
on peut écrire M = SP si bien que degM > deg P, et donc obligatoirement degM = deg P
et P =aM. Si on suppose de plus P unitaire, on a a = 0 et il suit que P = M. Cela montre
I’unicité.

Corrigé de I’exercice 1.22 :

On montre que M? — (a+d)M + (ad — bc)I = 0 en tapant :
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a=var(’a’)

b=var(’b’)

c=var(’c’)

d=var(’d’)
M=matrix (2,2, [a,b,c,d])
I=matrix(2,2,[1,0,0,1])
N=M~2- (a+d) *M+ (a*d-b*c) *I
N.expand ()

On en déduit que
((a+d)I—-M)M =M ((a+d)[—M) = (ad — bc)l.
On voit donc que si ad — bc est inversible, alors M aussi et on obtient son inverse en calculant :

(1/(a*xd-b*c)) *((a+d)*I-M)

Corrigé de I’exercice 1.24 :

On peut définir trois fonctions qui effectuent les opérations élémentaires (on pourrait aussi
utiliser les fonctions intégrées) puis une derniere qui effectue la réduction de Gauss en affichant
toutes les étapes (et pas plus) :

def Ech (A,i,j):
n=A.ncols()

for k in range(n):
Ali,k],A[j,k]1=A[j,k],A[i,k]
return(A)
def Dil (A,i,m):
n=A.ncols()

for j in range (n):
AT, j]=m*A[i, 3]
return(A)
def Tra (A,i,j,m):
n=A.ncols()

for k in range(n):
Ali,k]=A[i,k]+m*A[],k]
return(A)

def Gau(A):
U=copy (A)
m=U.nrows ()
n=U.ncols()

k=0

1=0

while (k < m and 1 < n):
i=k

while U[i,1]==0:

if i==m-1:

if 1==n-1:

return
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1=1+1

i=k

else:

i=i+1

if it=k:
Ech(U,k,1)

print U

if Ulk,1] != 1:
Dil(U,k,1/U[k,1])
print U

for i in [k+1..m-1]:
if U[i,1]1!'=0:
Tra(U,i,k,-U[i,1])
print U

k=k+1

1=1+1

Il suffit ensuite d’appliquer cette derniere fonction aux différentes matrices en rentrant par
exemple :

M=matrix(QQ,3,3,[3,2,-3,5,-1,-2,1,1,-1])
M
Gau(M)

Corrigé de I’exercice 2.5 : On rappelle qu’un anneau est un corps si et seulement si il possede
exactement deux idéaux. Comme un idéal est, par définition, un sous-module d’un anneau et qu’un
sous-espace vectoriel est, par définition, un sous-module d’un espace vectoriel, cela montre que K
possede exactement deux sous-espaces vectoriels. Nous savons aussi qu’une application linéaire
induit une bijection entre sous-espaces contenant le noyau est sous-espaces contenus dans 1’image.
Comme conséquence, un isomorphisme induit une bijection entre tous les sous-espaces de chaque
coté.

On peut aussi démontrer directement que K a exactement deux sous-espaces. Tout d’abord,
comme 1 # 0, K a au moins deux sous espaces, {0} et K lui méme. Dans I’autre sens, si / est un
sous-espace de K, alors soit I = {0}, ou alors il existe ¢ € I avec ¢ # 0. Dans ce cas, si a € K, on
auraa = %c €l etdonc K =1.

Réciproquement, supposons que E possede exactement deux sous-espaces vectoriels. Alors,
E # {0} etil existe donc x € E avec x # 0. On considere alors ’application u : K — E,a + ax. On
vérifie immédiatement que celle-ci est linéaire : ax+ bx = (a+ b)x et c¢(ax) = (ca)x. Comme x # 0,
on voit que ax = 0 < a = 0 et le noyau est donc réduit a 0. Enfin, I’'image de notre application
linéaire u est un sous-espace vectoriel de E qui contient x = 1.x. Ce ne peut donc pas étre {0} et
c’est alors nécessairement E (car E n’a que deux sous-espaces vectoriels).

Corrigé de I’exercice 2.12 : On considere pour i = 0,...,d — 1, Papplication f; : (T%)° —
K, @(T"). Cest une forme linéaire car composée d’inclusions de sous-espaces puis d’une éva-
luation qui sont toutes des applications linéaires. L’ application f : (T%)° — K¢ dont les composantes
sont les f; pouri=0,...,d — 1, est donc linéaire.

Par division euclidienne, tout P € K[T| s’écrit de maniére unique P = TQ + Zl‘-lz_ol a;T'. Si
@ € (T%)°, on aura ¢(T?Q) = 0 et donc @9(P) = ¢(T4Q) + Y4} a;0(T") = Y- a;0(T"). Si en
fait, ¢ € ker f, on aura pour touti =0,...,d —1,¢(T") = 0 et donc ¢(P) = 0. Cela montre que f
est injective.
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Inversement, si on se donne (c, ...,cq_1) € K¢ et P=Y" ,a;T' € K[T], on peut poser ¢(P) =
Zf;ol a;c;. Supposons pour I’instant que I’on sache que ¢ est linéaire. Comme clairement, ¢(P) =0
pour P € (T?), on aura ¢ € (T%)°. Et comme, pour touti =0,...,d —1,ona f;(¢) = ¢(T?) = ¢;,
on aura f(@) = (co,...,cq—1). D’ou la surjectivité. Il ne reste donc qu’a montrer que @ est linéaire.
On se donne A, € Ket P =Y a;T',Q =Y b;T' € K[T] si bien que AP+ uQ = ¥ (Aa; + ub;)T".
On calcule alors (AP +uQ) = Y.(Aa; + ubi)ci = A(Yaici) + LY. bi)ci = Ao(P) + no(Q).

Corrigé de I’exercice 3.4 :

1. Sig=1dg —p,onagoqg= (Idg —p)o(Idg — p) =1dg —2p + po p. Dong, si p est une
projection, on a gogq = Idg —2p + p = Idg — p = g. Et on voit donc que g est aussi une
projection. Comme on a ¢ = Idg — p si et seulement p = Idg — ¢, la réciproque est aussi
vraie.

Si p et g sont des projections complémentaires comme ci-dessus, on a Idg = p + ¢ et donc
I’identité x = p(x) +¢(x) sur E. On en déduit immédiatement que E = im p +im ¢ mais aussi
que kergNkerp = 0 car si p(x) = g(x) = 0, alors x = 0. On voit aussi que ker p C img car
si p(x) =0, alors x = g(x). Pour montrer I’inclusion réciproque, on utilise enfin le fait que
p est une projection si bien que pog = po(Idg — p) = p— po p = 0. Cela signifie que si
x € E, alors p(g(x)) = 0 et donc qu’on a bien img C ker p. Bien siir, par symétrie, on a aussi
im p = kerg. On obtient donc les décompositions en somme directe annoncées.

2.

Corrigé de I’exercice 3.15 :

1.

2. On suppose d’abord que, dans S, les polynomes sont tous de degré distinct et on se donne
Py,..., P, € Sdistincts tels que a; P; + - - - +a,P, = 0 avec ay, . .. ,a, tous non nuls. On peut
supposer que degP; < --- < degP,. Mais on voit alors que degP,_; = deg(a;P, +--- +
an—1P,—1) = deg(—a,P,) = deg P,. Contradiction.
Supposons maintenant qu’il existe dans S un polynéme de chaque degré. 1l suffit alors de
montrer par récurrence sur n que 7" € Vect(S) ou de maniére équivalente que K[T|<, =
Vect(T?,...,T") C Vect(S). Supposons que c’est le cas (il faut aussi traiter le cas n = 0).
Il existe un polyndme P € S de degré n+ 1. Si son coefficient dominant est a, on a Q :=
T —1p e K[T]<,. 1 suit que T7"*! = 1P+ 0 € Vect(S).

3.

4.

Corrigé de I’exercice 4.2 :

1. C’est 1 (Ia dimension de K" sur K est toujours n et ici c’estlecas K =Cetn=1).

2. C’est 2 car tout complexe s’écrit de maniere unique x1 + yi avec x,y réels.

3. C’est oo car {7'};eN, par exemple, est une famille libre infinie de C : sinon, on pourrait écrire
une somme finie Y ;' = 0 et 7 ne serait pas transcendant. Plus précisément, la dimension
de C sur Q est la puissance du continu car si E est un espace vectoriel de dimension infinie
sur Q, alors dimE = |E|.

Corrigé de I’exercice 5.4 : Les énoncés de cet exercice sont toujours valables pour des modules
sur un anneau quelconque. Dans ce cas, on doit utiliser la propriété universelle du produit tensoriel
pour construire des applications linéaires dans les deux sens et montrer qu’elles sont inverses 1’une
de I’autre. Pour des espaces vectoriels sur un corps K, ¢’est bien plus simple : il suffit d’utiliser
la propriété universelle des bases (toute bijection entre deux bases se prolonge alors de maniere
unique en un isomorphisme). Par contre cette méthode laisse sous-entendre que 1’isomorphisme
dépend du choix de la base alors qu’il est naturel.

1. On sait que K a pour base 1. Donc si E a pour base (¢;);cs, on en déduit que K ® E a pour

base (1 ®e;);c;. La bijection 1 ® e; <> ¢; se prolonge de maniére unique en un isomorphisme
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K ® E ~ E. Voyons maintenant la démonstration qui n’utilise pas les bases. On considere
’unique application bilinéaire K x E — E, (a,x) — ax. Elle induit une application linéaire
u:a®x+— ax (propriété universelle du produit tensoriel). On dispose aussi dans 1’autre sens
de I’application linéaire v : x — 1 ® x. On voit immédiatement que u o v = Id. Dans 1’autre
sens, il suffit de remarquer que (vou)(a®x) = 1 ® ax = a®x et d’utiliser de nouveau la
propriété universelle du produit tensoriel (ou le fait que tout élément du produit tensoriel est
somme de tenseurs).

Les deux autres isomorphismes s’obtiennent exactement de la méme fagon.

»

4. Sionsedonne ¢ €'E et y €'F, on peut considérer la composée du produit ¢ X W : E x F —
K x K et de la multiplication K x K — K. C’est une application bilinéaire qui induit donc
une application linéaire

u(@,y):EQF K, x@y— @x)y(y)
On obtient ainsi une application
u:'Ex'F—-"(E®F)
et on veut s’assurer qu’elle est bilinéaire. Par symétrie, on ne le fait que d’un coté : si on se
donne @, € 'E, y € 'F etaj,ax € K, on aura bien pourx € Eety € F,
(@191 +a2) (X)W (y) = a1 91 ()Y () + a2@2(x) Y (y).

Pour prouver que u est un isomorphisme, on choisit des bases (ey,...,e,) et (fi,---,fm)
de E et F respectivement, et on montre que pour tout i = 1,...,net j=1,...,m, on a
u('e;®@'fj) ="(e;® f;). Pour cela, on prend k € {1,...,n} etl € {1,...,m} et on calcule

(e )l wa) ="ata) ) ={ o 500D

Remarquons que ce dernier argument suffit pour définir un tel isomorphisme, mais une fois
encore, on ne saura pas qu’il est naturel, c’est a dire, indépendant du choix des bases.

Corrigé de I’exercice 6.15 :
11 suffit de taper pour chaque matrice M,

M. jordan_form(transformation=true)
1. Avec

M = matrix(QQ,3,3,[3,2,4,-1,3,-1,-2,-1,-3])

on obtient
—-1]/0 0 1 -1 1
J=| o0]2 1 et P=| 0 —F 0
0/0 2 -1 1 -1
2. Avec

M = matrix(QQ,3,3,[8,-1,-5,-2,3,1,4,-1,-11)

on obtient

~

Il
S O N
S~ O
B~ = O

(@)

-t

~

Il
—_ =

|
[SIISSSI[V S [9V)
= O =
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3. Avec

M = matrix(QQvar,4,4,[0,0,0,-1,1,0,0,0,0,1,0,-2,0,0,1,0])

on obtient
—1 110 O -1 1 i 1
0 —i|0 0 1 0 1 0
=l o 1] P o 30 3
0 0|0 i 1 2i 1 -2
4. Avec
M = matrix(QQ,3,3,[1,-1,-1,-1,1,-1,1,0,2])
on obtient
210 0 0 -1 1
J=1 0|1 1 et P= 1 -1 1
0|0 1 —1 1 0
5. Avec

M = matrix(QQbar,4,4,[2,1,0,0,-2,0,0,0,1,0,0,2,0,1,-1,2])

on obtient
1—i 1 0 0 0 1 0 1
01— 0 0 0 —1—i 0 —141i
/= 0 O0|1+i 1 et P= 33 0 0
0 0 0 141 —% 123' % 1231

Corrigé de I’exercice 8.5 :

1.

2. On se donne une suite de Cauchy f, et on écrit pour tout n € N, f, = ¥, a,;T". Soiti € Z.
Comme la suite est de Cauchy, il existe n(i) € N tel que si n > n(i), on ait d(f, ), fn) < 5-
On a par définition d(f,,;), ) = || fu(i) — full €t faiy — fo = X;(@ngi),j —ay,;)T/. La condltlon

s’€écrit donc a,,(;) j — an,j =0 pour J <i. En particulier, voit que an(,) ; = ap,; tant que n > n(i).
On pose alors f =Y, a, T On se donne € > 0 et on choisit k € N tel que € > 1 . Alors,
si n > max;<xn(i), onaa () = ay,; tant que i < k. Comme on a f — f, = ¥;(@ ;). an,)Ti,
on voit que d(f, fu) = |f = ful < 3 < &.

3.

4.

Corrigé de I’exercice 8.6 :

1. Dans le cas archimédien, il suffit de prendre a;; = 1 pour tout i, j € {1...n}. Comme on a
A% = nA, on voit que ||A%|| =n* > 1 = ||A|| avec & > 0 sin > 2.
Par contre, dans le cas ultramétrique, on aura toujours

max ‘ Za,‘kbkj‘ < maxmax |a,~kbkj| < max \aij|. max ’bl]‘
i ik irj irj

(Ee) ]

2. Ona

n
Z, ijXj| =

|AX|’1—‘

n n
ZZ |aij||x;] = ZZ|“!JHXJ|
i=1j=1

1 j=li=
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n n n

n n
< ZT%]XZ |aik”xj‘ = I;l%]xz ‘aik‘ Z ’Xj‘ = (n/l%fiz aij‘) HXHl,
17 =1 =1 j=1 ST =1

j=

D’autre part, si on note E; le j-eéme vecteur de la base canonique, alors

n n n 7 n /L
max [[AE;|[1 = max ||(a;;)i_, ||, = max }_ |a;;| = | max }_ |ay| | | Ejl:-
j=1 j=1 j=1 =1 j=1 =1
Cela montre que notre formule définit la norme subordonnée a || — ||; qui est automatiquement
une norme d’algebre.
3. Ona

n

n
[AX |0 = H (Z aiﬂj)
n 1l n n 1
< max ) Jajj[max|x| = | max } fa;j] | [X]]--.
I 4 e 1

J=1

n

n

= max Za,-jxj
i=1 |

j=1

n n
<max Y |ajj||x;]
i=1 =

D’autre part, il existe k tels que max}_; Y7 |a;;| = Yj_ |ax;|. On pose alors E = Y\, &;E;
ou g; est le signe de a;;, eton a

n

n
|AE || = H (Z aijsj)
j=1 i=ooll1

n n n
= Y laj| = max Y |ay;| = (rln'é;iZ \awl) 1]
= =13 =3

Cela montre que notre formule définit la norme subordonnée a

n
= max
i=1

n
Z aij€j
j=1

- ”oo.
Corrigé de I’exercice 8.10 : On va faire ¢a en détail. On appelle A la matrice et on calcule son

polyndme caractéristique (on retranche la seconde colonne a la premiere puis on ajoute la premiere
ligne a la seconde) :

T-21 —-17 -6 T—-4 —-17 -6
wuT=| 5 T+1 6 |=|4-T T+1 6
-4 -4 T-16 0 —4 T-16
T—-4 —-17 -6
=| 0 T-16 0 |=(T—-4)(T-16)%
0 —4  T-16

On a donc une valeur propre simple qui est 4 et une valeur propre double qui est 16. On cherche
ensuite les sous-espaces propres. On résout AX = 4X ou encore (A —41)X =0, c’est a dire

17x+17y4+6z=0
—5x—5y—6z=0 |
4x+4y+12z=0

qui est clairement équivalent & x+y = 0 et z = 0. On peut donc choisir le vecteur propre (1,—1,0).
Pour la valeur propre 16, on procede de la méme maniere et on obtient

Sx+17y4+6z=0
—S5x—17y—6z=0
4x+4y=0
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qui est équivalent a x+y = 0 et z = 2x. On peut donc choisir le vecteur propre (1,—1,2) mais
on préférera (2,—2,4) pour simplifier un peu les calculs qui suivent. En effet, la matrice n’est
pas diagonalisable et il faut donc résoudre AX = 16X + E ou E est le vecteur précédent (écrit en
colonne). On doit donc résoudre

Sx+17y+6z=2
—Sx—17y—6z=-2
4dx+4y=4

On peut prendre x = 1 par exemple, ce qui donne y =0etz = —%. Notre dernier vecteur de base
sera donc (1,0, —3). En d’autres termes, on a A = PJP~! avec

4.0 0 1 2 1
J=10 16 1 et P=| -1 -2 0
0 0 16 0o 4 -1

Pour obtenir P!, on peut calculer d’abord la comatrice de P :

1
1 —3 —4
5 —3 4|,
2 -1 0
puis le déterminant de P :

1 2 1

-1 -2 0 |=1-4—-1=-4

0o 4 -1

On obtiendra donc I’inverse de P en transposant la comatrice et divisant par —4 (et on vérifie bien
que PP~ =1):

BN —

1 s
4 4
Pl =

— 00—
— 00| —
O B

Pour calculer exp(A), on va avoir besoin de exp(J) que I’on peut calculer bloc par bloc. On rappelle

qu’on a toujours
Al a1
P\lo al)T¢ o 1|

En effet, on peut écrire notre matrice sous la forme A7+ N avec N 2 — 0, et on aura donc
exp(Al+N) = exp(Al)exp(N) = e* (I +N).

On en déduit que

et 0 0
exp(J)=| 0 e'0 lf
0 0 o'

21 17 6 1 2 1 et 0 0 -1 1
exp -5 -1 -6 = -1 -2 0 0 el0 el % é !
4 4 16 0 4 -1 0 0 e 1 1 0
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1_ et 2010 3el0 -1 =5 =2
:Z —et 2610 _2pl0 % % 1
L 0 4e'® !¢ 4 4 0
! [ 1310 — et 13610 — 564 26160 —2¢*
= | —9el0 4t 90104 504 _Dpl0 4 e
4 i 16e!0 16e10 4¢10

Corrigé de I’exercice 9.5 : Tout vecteur de norme 1 se met clairement sous la forme

u = (cos @,sin @ cos y,sin @ sin y)
et il suffit de poser ensuite

v=(—sin@,cos@cosy,cos@siny) et w=(0,—siny,cosy).

Corrigé de I’exercice 9.16 :
o . s 11
1. On écrit aisément la forme quadratique associée a A := [ |1 ] comme (somme de)

carré(s) :
42y +y” = (x+y)>

Pour poursuivre, il faut réécrire cette somme comme combinaison linéaire de carrés d’une
base orthonormée de 1’espace des formes linéaires :

X%+ 2xy +y* _2(£ +£ y)? +0(£ —\2[ )?

] et P='p7l= [

k4l

11 suffit ensuite de poser

p=[5 o] |

Pour s’assurer du résultat, on peut calculer

(£ 5168008 5]

PSS
&N\E
PSS,
5“\&

o)
o)

S
< NS

I
1

SIS

SENEN
%
| I
I
| — |
p—
—_—
| I

™






Exercice 1 —TP. 1. Assigner a a la valeur 2.
2. Afficher la valeur de a.
3. Tester sia = 2.

2. Afficher le résultat de 5 x 2.

Afficher le résultat de 5.

Afficher le résultat de 5/2.

Afficher le quotient dans la division de 5 par 2.
Afficher le reste dans la division de 5 par 2.

SNk W

Exercice 3 —TP. 1. Tester si 1001 est un nombre premier.
2. Quels sont ses diviseurs ?
3. Quel est le pgcd de 1001 et 11557
4. Quel est leur ppcm ?

Exercice 4 —TP. 1. Afficher les 10 premiers entiers naturels non nuls.

| Exercice 2 — TP, 1. Afficher le résultat de 5 + 2.
I 2. Afficher les nombres de Mersenne 2" — 1 qui sont premier lorsque 1 < n < 20.

Exercice 5 —TP. 1. Définir une fonction « estpair » qui teste si un nombre est pair.
2. tester si 2 et 3 sont pairs ou pas.

Exercice 6 —TP. 1. Nommer L la liste des diviseurs de 1001.
2. Afficher L.
3. Afficher le premier terme de L.
4. Afficher le dernier terme de L.
5. Afficher la liste de tous les autres termes.

I Exercice 7—TP. 1. Définir le vecteur ligne v:= (1,1,—4).
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2. Définir la matrice

A=

3. Multipliez les d’un coté puis de I’autre.

4. Quel est le noyau de A ?

Corrigé de I’exercice 1 :
a=2
a
a == 2

Corrigé de I’exercice 2 :

5+ 2
5 % 2
5~2
5/2
5//2
5% 2

Corrigé de I’exercice 3 :

1001.is_prime()
1001.divisors()
1001.gcd(1155)
1001.1cm(1155)

Corrigé de I’exercice 4 :

for i in [1..10]

print i
for n in [1..20]
a=2"n-1
if a.is_prime()
print a

Corrigé de I’exercice 5 :

def estpair(n)
return n%2==0
estpair(2) ; estpair(3)

Corrigé de I’exercice 6 :

L = 1001.divisors()
L

L[0]

L[-1]

L[1:-1]

Corrigé de I’exercice 7 :

v=vector([1,1,-4])

—_— )

— NN

— )

A = matrix([[1, 2, 3], [3, 2, 11, [1, 1, 111)

vkA ; Axv
A.right_kernel()
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